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X

i Her bir kara parçasına "düğüm" yani "Köse"

i
diyeceğiz. Her bir köprüyü de "kenar" ile temsil edeceğiz.

3

X v(6) = Ex ,
y , z ,w3

er ⑨

26

w
22

25
X E(6) = Sen , e2 , . . .. , 273

⑨ &

24

27
23

·

Z

TANIM : Bir çizge , köşe ve kenar kümelerinin ikilisinden oluşur. Yani ; çizgeyi G ile gösterirsek

"V(6)"
.

Kenar kümesi "ECG)" almak üzere 6 = (V , E) ikilisinden oluşur.

TANIM : CLOOP) : Düğüm : Başlangıç ve bitiş noktası aynı olan kenara düğüm denir.

Je Kenar
X

TANIM : (MULTIPLE EDGES) : ÇOKLU KENAR :
Aynı başlangıç ve bitiş noktalarına sahip

kenar grubuna çoklu kenar denir.

Xa · X

/



TANIM : (BASIT GRAF) : Düğüm ve çoklu kenara sahip olmayan grafa denir

T ·

X
· Z % · Z

Basit Graf Basit Graf Değil

TANIM : LARDIŞIK KÖŞEl : Bir kenarın bitiş noktaları X ve Y köşeleri olmak üzere bu

köşelere , ardışık ya da komşu köşeler denir . Bu durum X7y şeklinde gösterilir .

⑧

/ X

·

2

ardışık ardışık

GRAFLARLA MODELLEME

ÖRNEK : Tanışıklık ilişkileri ve Alt Graflar

6 kişilik bir grupta 3 karşılıklı tanışıklık ya da 3 karşılıklı yabancılık oluşturabilir mi ? Her bir köse ve

her bir tanışıklığı da kenar ile ilişkilendirelim:

X Y

j V
2 , U 1 73 + karşılıklı tanışıklık

& V,X ,
w3 + yabancılık

w
Z

TANIM : Bir 6 grafının tümleyeni ile gösterilir . Ö tümleyen grafı , köşe grafı v(Öl = V (6)

olan ve kenarları aşağıdaki bağıntı ile tanımlanan graftır.

UV E(5) <) UV E(6)



NOT : · & uVe kenar olarak gösterilir

ÖRNEK : X w 6 grafının tümleyenini çizin .

⑧

· g
(noktaları rastgele koydukl

G

T
·

w

v(6) = 5X , 4 , 7 ,
w3 XCÖ) = Ex ,Yaz , Wa

E(6) = Ee1
, ez , es , e43 a

E(Öl = Se, er?
X z

T

* ·

OLMAYACAK

w · U
X -z X - V w - V

*

X -uz - y

· Z X -yz- w

Y 20

1. örneğin tümleyeni

TANIM :
Karşılıklı birbirleriyle eşleşen ardışık köşelerin kümesine bir grafın takımı denir.

karşılıklı eşleşmeyen yani ardışık olmayan köşelerin kümesine de bağımsıt küme denir.

TANIM : Bir 6 grafı için
,

G'nin VCG) köşe kümesi iki ayrık bağımsız kümenin birleşimi

şeklinde yazılabiliyorsa bu grafa iki parçalı graf denir.

~

-
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ÖRNEK (Graf Boyamal : Haftalık toplantı planı için ;

iki komitenin ortak bir üyesi varsa bu komitelerin toplantıları aynı zaman diliminde

olamaz . Peki en az he kadar zaman dilimine ihtiyaç var ?

Öncelikle 7 komitenin bulunduğu bir meclisin modellemesini aşağıdaki graf ile verelim.

A

A veya B
-> en az 3 farklı saat gerekiyor

(A , B , c)· Buna -> zaman dilimleri (A , B . C) en

az 3 tane lazim

Her bir köşeyi komite ifade etmektedir. Her bir kenar da bitiş noktalarındaki

komitelerde ortak bir üyenin olduğunu temsil etmektedir.

TANIM : Bir 6 grafının kromatik sayısı ; ardışık köşeler farklı renklere sahip olacak

şekilde köşelerin boyanması için gerekli olan minimum renk sayısıdır.(6) ile gösterilir.

TANIM : Bir 6 grafı için eğer VCG) köşe kümesi
, kutane bağımsız kümenin birleşimi şeklinde

ifade edilebiliyorsa bu 6 grafına -parçalı denir .

NOT : Aynı renge sahip köşeler bir bağımsız küme oluşturur. Dolayısıyla grafın +(6) Kromatik sayısı

VC6) köşe kümesini parçalamak için gerekli olan min . bağımsız küme sayısını verir.

ÖRNEK : Aşağıdaki grafın kromatik sayısı ? Köşe kümelerini yazınız . Bağımsız kümeleri bul.

X ↓(6) Kromatik Sayısı : 2
A

/A V(6) = EX 1 y , z , 4 , 43
Y

B U Aynı renge sahip olanlar bağımsız küme :

B
2X

, z ,03
,

&Y , 43
2 A



ÖRNEK : (Figürler ve Boyama) : Figür (map) , uzayın bir kısmını bağlantılı bölgelere ayırmadır.

Bir figürü , komşu bölgeler farklı renk olacak şekilde en fazla 4 renk olacak şekilde boyayabilir

miniz ?

Z
R M#

Figür boyamayı graf boyama ile eşleştirmek için ; her bir bölgeye bir köşe ve Sınırlara iseKenar

diyeceğiz.

e
G

Y
- figürün grafa dönüştürülmüş

* B R
hali

B

/
K

m

N

UG B

t

k
-z

ve

şekil : Graf

TANIM (PATH) YOL : Köşeleri aşağıdaki kundla göre sıralanabilen basit graflara yol denir.

iki köşe ardışıktır <=) bu köşeler listede ard arda gelir

Y
* ·

Z
X ile başlarsak ; X

, b ,
a

, z
, y yolu

8 a y ile başlarsak ; Y , z
,

a , b , x yolu

· ·



TANIM : Cycle (Döngül : Köşe ve Kenar sayıları eşit olan grafa denir .

bir döngünün iki köşesi ardışıktır> bu köşeler bir Çemberin üzerine

dizildiğinde birbirlerinin ardında gelirler

->
X

X ·

Z

·
Y

⑨

· Z
·

a

↳ ·

ag
·

NOT : Döngüde bir kenar silindiğinde bir oy elde edilir.

TANIM : (Alt Graf) : Bir 6 grafı için V(H) = V(6) ve E(H) E(6) ve H daki kenarların

bitiş noktaları G deki ile aynı ise H grafına 6 nin bir alt grafı denir .

FANIM : BAĞLANTILILIK : Bir 6 grafi için
, eğer 6 deki her köşe çifti bir yold ait ise 6 ye

bağlantılıdır denir. Aksi halde bağlantılı değildir.

örneğin ;

X Z

⑨ ⑧ U

&

*

w
->u ve w köşelerini içeren bir yol yok

-> bağlantılı değil·

k
↳ sınavda sadece

% değil yazma , neden değil
açıkla

ÖRNEK :

&-m Bağlantılı mi?

Evet , bağlantılı . Yani bir köşeden
* *

-P herhangi bir başka köşeye gidebilirsiniz.

to
·

K



ÖRNEK :

M Zo
->

2 H, G alt grafıdır.
·

M

Hi :
* Döngüdür.

· C
P

·

K
·

2

Hz : HzG alt grafıdır. Bu da döngüdür.

- ·

K

·
M

2

Hz :
1

( V M Ha G alt grafıdır.

? Döngü değil . Bir kenar başta kalıyor .

·

P

- S ·

K
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ÖNERME : İzomorf alma bağıntısı , basit graflar üzerinde bir denklik bağıntısıdır .

ISPAT : G ve H iki basit graf ise GNH GH . Şimdi bu ~ bağıntısının bir

denklik bağıntısı olduğunu gösterelim.

Yani yansıma , simetri , geçişme özellikleri sağlanmalı.

aa yansima

& ~b =) bu a simetri

a ~ b ve bu c = anc geçisme

YANSIMA : F ,
V(6) üzerinde bir birim dönüşüm olsun . Yani Hu V(6) için F(k) = v

olsun . Bu takdirde

f : V(b) -> V(6)

1 - 1 ve örten olup aynı zamanda Huv E(6) için

f(u) f(u) = urE E(b)

olduğundan f , G den 6 ye bir izomorfizmdir.

GEG olduğundan 6-G olup , ~ yansıma özelliği sağlar.

SIMETRi : G ~ H olsun . GEH dır
. Yani G den Hye bir fizomorfizmi vardır.

f dönüşümü de Hden 6 ye bir izomorfizmdir. O halde HEG dir. Yani H-6

olup ~ simetri özelliğini sağlar.

GEÇİŞME ÖZELLİĞİ : Kabul edelim ki GH ve Huk olsun . Yani GEH ve

HEk dır. Bunun anlamı F : 6 H ve g :H -> izomorfizmleri vardır.

gof : 6 K dönüşümünün bir izomorfizm olduğunu gösterelim.

1) fve 91- 1 ve örten gof de 1-1 ve örtendir.

2) uv E E(b) alalım .

(gof((u) (gof)(k) E ECK) olduğunu göstereceğiz.

-



(gof)(u) (gof)(k) = g(f(ul) g(f(l) ....
(i)

elde edilir .

F : G -> H İzomorfizm olduğundan UVE E(6) için Flu)fikle ECH) dir.

f(u) = 4 f(x) = y

olsun . U'V'E ECH) dir.

Yine g : + K İzomorfizm olduğundan U'v'E E(H) için glug(v') [ E(k) dir.

g(u)g(v) = g(f(u))g(f(V))( E(k) ....
(ii)

(i) ve (ii) den geçişme özelliği sağlanır.

TANIM :

i) n köşeye sahip ya Pn ile gösterilir

ii) n köşeye sahip döngü n ile gösterilir.

iii) Tüm köşeleri ikililer halinde ardışık olan bir basit grafa tam graf denir.

iv) n köşeye sahip tam graf Kn ile gösterilir.

v) Ardışık köşeleri farklı parçalanışlarda bulunan basit iki parçalı graflara tam iki

parçalı graf denir.

Vi) Parçalanış kümelerindeki köşe sayılar r ve s olan tam iki parçalı graf Kris

ile gösterilir .

& * D

* *

G * *

g &

K 2,3

Ki



ÖRNEK : 2 parçalı 31 ,3 .53 -2 parça
-

Su , 0
,03 ->

graf -> S214 , 63 grafS

% - w EX , y ,73
6

a ·

1
*

50 e 2

* 9
·

Z

4 03

61 02

* a & *

*

*

*

&

& B * *

63 64

Hepsi 6 Köse 9 kenara Sahip.

* G, 62 olduğunu gösterelim .

F : 61 -> 62 dönüşümü f(ul = 1
,

f(k) = 3
,
f(w) = 5

, f(x) = 2
, f(y) = 4 ,

f(z) = b şeklinde

tanımlayalım.

Bu bir izomorfizmdir , gösterin

Sinavda
-

çıkabilir

4 Y wX Yz 1 33246

U O 00 11 1 1 O 00 111

V
O 00 111 3 O 00 111

w 000111
= A(6

,
) 5 000111

= A(62)

X
1 11000 2 1 11000

Y 11 oo
O

4 1 11 oo
O

I 1 11 ⑧ O O
6 1110⑧ O

G = Gz



ÖDEV : G, 63 yani izomorf değil , göster.

ÖRNEK : In köşeli grafların sayısı) n elemanlı bir kümeden iki köşe seçilirken
,

bir köşe seçer

sonra da diğeri seçilir fakat sıralama önemsenmez. Bu şekilde yapıldığında
n . In-1)

seçim
2

yapılır.

(Buna n-nin 2-li Kombinasyonu denir ve ile gösterilir .
) [im I2

köşe kümesi n elemanlı X kümesi olan bir basit grafta ,
her köşe ikilisi bir kenar oluşturabilir

ya da oluşturmayabilir. Her ikili için yapılan seçim grafı belirler.

(2)

yani , köşe kümesi X olan basit grafların sayısı 2 dir.

örneğin : 3 köşeye sahip 8 basit graf vardır. 2 tane.

*

* · Hiç Kenar almayan (1 tane - (8) = 1)

N

* ·I tane Kenan olanlar (3 tane - (3) = 3)

&

* ·

2 tane kenar danlar 13 tane + (2) = 3)

*

& ·

3 tane kenarı olanlar (1 tane (3) = 1)

NOT : 3 elemanlı olan bir kümenin alt küme sayısını bulmak gibi.
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AYRISMA VE ÖZEL GRAFLAR

TANIM :

Eğer bir graf tümleyenine izomorf ise bu grafa kendine tümleyen denir. Bir grafın ayrışımı

her kenar listedeki yalnızca bir alt grafa yer alacak şekilde alt grafların bir listesidir .

ÖRNEK :

D 3 *

2 & B * & &

Da 9 2

K5 5 (5 döngü (5 (5-döngü

Burada iki alt graf vardır ve alt graflardaki her bir kenar yalnızca o alt grafaaittir.

ÖRNEK :
~

· Ku kaç tane Py e ayrıştırılabilir. Gösterin.
S

na * g & *

"
g ⑨ G * ⑤

P3 Pe P3

3 tane Ps'e ayrıştırılabilir.



ÖRNEK :
· *

şekildeki S Köşeli grafı P3 kopyalarına ayrıştırın.

&

* 9

4 tane Pz'e ayrıştırıldı.

NOT : Bazı özel graflar ve isimleri ;

⑨ 8 ⑧ *

⑧

· ⑧ ⑧

·
O · D *

Kz lügen) K13 (pençel

&

uçurtma OK

SORULAR

1)
X

X
&

Tümleyeni ? ·

Yo · S

y
· S

*

2 w

2
M

w



A
2)

A BC

u

· Şekildeki 8 köşeli grafın kromatik sayısını bulun.

kullanılan renk sayısı = 2 (A ve B)

.

et B
.

ai ab

3) d....
.

w

6 ve H graflarının izomorf olduğunu göster.

a ·

b
F : 6 + H izomorf olduğunu göster.

v
·

V

d bcd X y wY

a0 10 1 f(a) X
O 1 O 1

b 101 O =- A(6) f(b)y 1 O I O
= A(H)

Co 10 1
f() w O 101

d 11 O
->(d)V 1 1 OO O

A(6) = A(t) olduğundan izomorftur.

4)
⑨ D

& ⑨
8 köşeli grafını K1,3'ün kopyalarına ayrıştırın

& * K1 , 3 : bir tanesi tek diğeri ayrık 3 köşeye bağlanır

& *

4 tane K13-e ayrıştırılır.

ÖDEV : Pu-ün kopyalarına ayrıştır.
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TANIM : Köşeleri 5 elemanlı bir kümenin 2 elemanlı alt kümeleri ve kenarlar ; ayrık 2 elemanı

alt kümelerinin çiftleri olan basit grafa Petersen Grafı denir.

ÖRNEK : Petersen Grafının Yapısı : [5] = 31 , 2 , 3
, 4 , 53 kümesini ele alalım . İki elemanlı alt kümeleri

& a i b3 = ab ya da Şab3 = ba ile ifade edelim. Bu takdirde [5] kümesinin iki elemanlı alt

kümelerini kullanarak Petersen grafının köşe kümesi ;

312 ,
13

, 14 ,
15

,
23

, 24
,
25

,
34 , 35 ,

453

kenarlar ayrık 2 iki elemanlı alt kümeler arasından oluşur.

Örneğin 12 ve 13 ayrık değildir . Çünkü ikiside 1 içeriyor. Dolayısıyla 12 ve 13 arasında kenar

oluşmaz. Ancak 12 ve 34 ayrık olduğundan bunlar arasında kenar vardır.

12

45 13 ·
34 ->Petersen Grafi

·

25

·. 24
14

23·15

ÖNERME : Petersen Grafındaki ardışık olmayan her iki köşe yalnızca bir ortak komşuya

sahiptir .

İSPAT : Ardışık olmayan köşeler ayrık olmayan , yani ortak bir elemana sahip köselerdir.

örneğin ; 13 , 34 gibi) Bunların birleşimi 3 elemanlıdır. (134 gibi) . Eğer bir köşe bu

iki köşeye de ardışık olacaksa 2 elemanlı alt küme olarak bu iki köşeden de ayrık olmalıdır .

5 elemanlı bir kümeden seçim yapıldığından ,
bu şartı sağlayan yalnızca 1 tane 2 elemanlı

alt küme bulunabilir. (örneğin ; 51 , 3 , 43 için [2 ,53)



TANIM : Döngü içeren bir grafın çevre uzunluğu bu grafın en kısa döngüsünün uzunluğu olarak

Tanımlanır. Döngü içermeyen bir grafın çevre uzunluğu sonsuz olarak kabul ediliyor.

SONUÇ : Petersen Grafının Çevre uzunluğu 5'tir.

İSPAT : Petersen Grafi bir basit graftır. Dolayısıyla düğüm (1-döngül ve çoklu kenar (2-döngü

içermez. Eğer 3 döngü içerseydi ; bu takdirde kendi aralarında ayrık olan iki elemanlı kümeler

olmalıydı . Fakat 5-elemanlı bir kümenin 2 elemanlı alt kümelerinden her biri kendi aralarında

ayrık olacak şekilde 3 alt küme yazılamaz. Dolayısıyla bu graf 3- döngü de içermez .

3 - döngünün olmadığı bu grafta 4- döngü olması için iki tane ortak komşuya sahip ardışık

olmayan köşeye İhtiyaç duyulur. Bu da mümkün değil .
Yani sonuç olarak ; 12 , 34 ,

15
,

23
, 45

köşeleri bir 5- döngü oluşturulur.

TANIM : G grafından 6 grafına izomorfizme 6 nin bir otomorfizmi denir.
#U , v E V(6) çifti

için u yu v ye dönüştüren bir otomorfizm mevcutsa 6 ye köşe geçişlidir denir .

ÖRNEK : COtomorfizmler) : 6 grafı , köşe kümesi 3112 , 3 , 43 ve kenar kümesi de 212
, 23

, 343

olan yol olsun.

1
. .

2 Bu grafın 2 otomorfizmi vardır.

3 4
+ 1

: 6 + G
,

+(1) = 1
, fi(2) = 2

,
fi (3) = 3

&

f
,
(4) = 4

52 : 6 -> 6
, f2(t) = 4 , f2(2) = 3 , f2(3) = 2

f2(4) = 1

1234

1 0 100
↑ için 1 + 12+ 23-3474

A(b) = 210 yer değiştirirsek Alb) değişmez.

4 0 0 1 O



4321

40100

A(b) =

3 1010 A(6) değişmediğinden2-otomorfizmdir.

20101

1 001 &

SORULAR

1) Tam iki parçalı Kmın grafı bir tam graftır (= > m = n = 1 ya da Emin 3 = 21 , 03

"
=

"
:

Kmin bir tam graf olsun . Kabul edelim ki m ve n den en az biri 1 den büyük

olsun. >1 ve n = 1 Olsun. Bu durumda Kmın iki ayrık graftan oluşur. [a1 , az ....... am 3,

3b 3 iki parçalı graf tanım gereği de , az ,...., am birbirleri ile ardışık değildir. O halde

&min tam graf değildir , bu ise çelişkidir. Sonuç olarak m > 1 olamaz
, bu durumda m = n = 1

ya da m = 0
,

n = 1 elde edilir .

"" : i) men = 1 olsun . Kmın nin köşe kümeleri şa3 ve Eb3 şeklinde ayrıştırılır.

*

·
şeklindedir Kmın tam graftır

d

ii) m = 1
,

n = 0

veya S ise Kmin tek köşeden oluşan bir graftır ve bir tam graftır.

m = 0
,

n = 1



23 . Ekim
.
24

2) 3 köşeli bir yol için olası tüm komşuluk ve ilişki matrislerini yazınız. Ayrıca 6 köşeli

bir yol ve döngünün komşuluk matrislerini yazınız.

! 21
o
Y

22
·

w

u V W 4 WX XV w

U 010
U 00 1

V 0 11

An(b) = Y 101 A2(6) =
w 00 1

Az(6) = Y 100

w O 1 O Y 11 O
wi 1 0 0

Komşuluk
matrisleri Al , Az , As matrislerini verir yow

, way , wvl

esez 2 , 22 e i 22

Mi(b) = U 10 Y 11 Y 11

Y 11 M2(6) =
Y 1 O Mz(b) =

y 10

w 0 w 0 1 wo 1

erez er 22 er 22

Y 11 wo 1 w 0 1

My (b) = w 01 mi(b) = v 1 O
Mo(6) =

Y 1 1

U 1 O
V

1 1 U 1 O

3) Aşağıdaki grafı Pu'ün kopyalanına ayrıştırınız .

* Y &

Y S Pu'ün 3 kopyasına ayrıştı
=

v -

- S

&

I
g



4) Girdilerinin tümü aynı olan dörtgensel blokları kullanarak km,n için bir ilişki matrisi yazınız .

~

min tane

köşe var

kmin-nin köşe kümeleri ve = Eu , 2 , · . .

.
um3 ve Ve = Ev

, 42 , .... Vn3 şeklindedir. Ve

içindeki ve Ve içindeki köşeler kenar oluşturmaz.

V deki köşeler ve V2 deki köşeler kenar oluşturur .

Ul 42
.... Um YI V2 .... Yo

41 O O - 0 1 1 - 1

Uz
O 1 1 =

i O 1 1

um
O O

1
1

v,
1 1 10 O

21 11

i O 1 = 1

Y m

1 1 O O
(on+) x (m+n)

1 7

sayl
5) Her birinin derecesi tek olacak şekilde . 6 dan fazla köşeye sahip bir grafın 3 tane yola

ayrıştırılmayacağını kanıtlayınız.

* * * &
Derecesi tek olduğunda o köşeden

B * 5 *
1 , 3

,
5

, ..... şeklinde kenar çıkar.

* & 8 * Hiç kenar çıkmazsa derecesi 0 olur.

3 yola ayrılır · + der. O yani çift olur. Dolayısıyla en az bir

Yani Çift

yolun bitim noktası olmalıdır . Dolayısıyla

6- dan fazla köşe olunca 3 vol elde

edilemez.



6) G bir basit graf olsun. G nin her bir köşesinin derecesi 2 ise 6 nin bir döngü olup

olmadığını gösterin.

U
3

d

* Eğer graf iki ayrık 3- döngüden

oluşursa grafın kendisi döngü olmaz

bo ·
C Ya ·

w
ama parçaları döngü olur.

ÖDEV :

&
* ·

C

ef
.

G nin tümleyenini bulunuz ve Ö nin

-

z *

: i

·i
·

b
* *

·

G

# grafına izomorf olduğunu gösteriniz .

a 6 a b cde + gh

O
&

a
0 1011 o 7

~
60 o o 11110
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e
&
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C 1000 1017

d 01 0 00 11 1
·
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C 1110000 7
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- 11 070010
· F

9 O 1110100

h 1011100 O
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İki PARÇALI GRAFLAR

NOT : Bir düğüm , uzunluğu 1 olan bir döngüdür. Ayrıld birim noktaları aynı olan ayrık iki kenar,

uzunluğu 2 olan bir döngü oluşturur.

Bir yürüyüşün uzunluğu tek ise bu yürüyüşe tek yürüyüş ,
Çift ise çift yürüyüş denir.

ÖNERME : Her kapalı tek yürüyüş tek uzunluklu bir döngü içerir.

İSPAT : W , uzunluğu 1 olan tek yürüyüş olsun . Yani e tektir. 1 üzerinden tümevarım

yapalım .

C = 1 olsun .
W yürüyüşü bir 1-döngüdür. Dolayısıyla bir tek döngüdür. Kabul edelim ki

1 k 1 için önerme koğru olsun . Önermenin e için de doğru olduğunu gösterelim.

Eğer ; w başlangıç ve bitiş noktaları aynı olduğu durum hariç , tekrar eden bir köşeye

sahip değilse ,
bu durumda W yürüyüşünün kendisi bir tek döngüdür . Bu durumda önerme e için

doğrudur.

Aksine kabul edelim ki w tekrar eden bir V köşesine sahip olsun . O halde W
,

iki farklı

↑ - yürüyüşüne bölünebilir.

& 9
&

& * * &

TEK V

&
& · GiFT

O & & & *

W nun uzunluğu tek olduğundan bu yürüyüşlerde birinin uzunluğu tek , diğerinin uzunluğu

çift olmalıdır.

Yani 1 = e için hipotezin doğruluğu kabul edilir .

TANIM : G bir graf olsun . G grafının bir ikili parçalanışı birleşimleri V(G) olan iki ayrı

bağımsız kümenin belirlenmesidir. Bu parçalanış "G grafı X .
Y ikili parçalanışa sahip iki

parçalı graf olsun .

"
cümlesi ile ifade edilir . X , Y ikili parçalanışına sahip bir iki parçalı grafa

X
,
3- bigraf denir.



TEOREM : Bir graf iki parçalıdır. Ancak ve ancak tek uzunluklu bir döngü içermez.

ISPAT : "" G iki parçalı bir graf olsun. İkili parçalanışı X , Y olsun . G'deki her yürüyüş

X ile Y arasında gidip gelir. Döngü oluşturmak için yürüyüş X'de başlıyorsa Y'ye uğrayıp

tekrar X'e dönmelidir. ya da tam tersi olmalıdır. (Y'den X'el . Gidilen yol tekrar geri dönüleceğinden

döngünün kenar sayısı çift olacaktır. O halde G , tek uzunlukta döngü içermez.

"=

"

G
,

tek uzunluklu döngü içermeyen bir graf olsun . U , G'nin trividl olmayan bir H

bileşeninde bir köşe olsun.VEV(H) için bir f fonksiyonunu F(V) bir 1 , 0- yolunun

minimum uzunluğunu verecek şekilde tanımlanır.

X = EVE V(H) : f(k) aif+ 3

X = EVE X (H) : f(l) tek 3

Şimdi X'in bir bağımsız küme olduğunu gösterelim . X'te v ,w köşeleri bir kenar oluştursun.

4 , -yolu ve u ,- yolunun minimum uzunlukları çifttir. (X Kümesinden

Şimdi u , -yolunu ,
um kenarını ve u , W yolunun tersini birleştirerek bir kapalı yürüyüş

oluşturalım. Bu yürüyüşün uzunluğu tektir. Önceki önermeden tek uzunluklu her yol bir tek

uzunluklu döngü içerir . Bu da G'nin tek uzunluklu bir döngü içermemesi ile çelişir . O halde X'in

köşeleri ikili ikili kenar oluşturmaz . Bu da X'in bağımsız küme olduğunu gösterir.

EULER DEVRELERI

TANIM : Bir graf , tüm kenarlarını içeren bir patikaya sahipse bu grafa Evler tipi graf denir .

Kapalı bir patikaya devre denir. Bir grafta tüm kenarlar içeren bir devreye Evler devresi

denir.

Bir grafın tüm köşelerinin değeri çiftse bu grafa çift graf denir.

NOT : Evler devreleri tanımı
, düğüm içeren graflar için de geçerlidir. Köşe derecesi kavramı

her döngü , bulunduğu kösenin derecesine 2 ekleyecek şekilde düğüm içeren graflara genişletilebilir.

TANIM : G bir graf olsun. 6 grafındaki P yolu kendinden dana uzun bir yolda içerilmiyorsa ,
bu

P yoluna maksimal yol denir.



ÖNERME :
Eğer bir 6 grafının her köşesinin derecesi en az 2 ise 6 bir döngü içerir .

* & ·unkanna . 221nana

W u

TEOREM :

Bir G grafı Evler tipi graftır> G'nin en az bir trival olmayan bileşeni

vardır ve G bir çift graftır.

SONUÇ : Her çift graf döngülere ayrıştırılabilir .

ÖRNEK : al izde köşe içermeyen bir bağıntısız graf bulun.

b) Bir 6 grafının bir X köşesi , grafın diğer bütün köşelere bağlı ise 6 grafının bağlantılı

olduğunu gösteriniz.

a) ⑨

* ⑨

6 graf

b) Keyfi u , VE V(6) alalım . X köşesi tüm köşelerle bağlı olduğunda u , X-yolu ve X
,
- you

mexcuttur.

U X v
* & &

Bu yolların X üzerinden birleşimi bir u , -yolu verir.



ÖRNEK :

X
·

21
·

Y

25 26
a ku grafının patikaiçinde tekrar bulunmayan ! bir

ey 22
yürüyüş içerip içermediğini belirleyiniz.

⑧ ·
zt 23

b) Ku grafının kapalı olmayan ve yol olmayan bir

patika içerip içermediğini belirleyinit.

a) Bir patika içinde tekrar eden kenar bulunmayan bir yürüyüş yolu . Dolayısıyla tekrar

eden bir kenara sahip yürüyüş (kenarlar da yazılır) yazmak yeterli.

& X
,

en
, y , er ,

t
, es , y 3 listesi bir yürüyüştür. Fakat patika değildir. Dolayısıyla patika

içermeyen bir yürüyüş yazılmış oldu.

b)Ey , ez ,
z , es

,
t

, es , y ,
en , x 3 listesine bakalım . Kapalı değil (y ile başlayıp X

ile bitis

Patikadır çünkü tekrar eden kenar yok . Y köşesi tekrar ettiğinden yol değildir.





Soru Çözümü :

A

1) Yanda verilen 6 grafı için ; 8
A

B
B C

a) 6 grafının tümleyenini bulunuz.
X Y

.
↳ K

& -

I
b) Kromatik sayısını bulunuz.

D

ab b)4 (A
,
B ,

C , D)

Z
&

K

*

X

& ·

· ·

2) Aşağıdaki grafı Kı , 3 ün kopyalarına ayrıştırınız.

⑳ ⑧ & *

~
g ~ : " *

O
& 8 & a

211" III
& & & ·

⑨ ⑨

k
1 ,

3 k 1 , 3 k1 , 3

-> Her kenar 1 kere kullanılıyor. Köşeler birden fazla kez kullanılabilir .



a
3)

⑨ · ·W

b d
&

C ⑨

⑨

Y ⑧ ·

Z

·
Y

X

2 ·f

F : 6- > H dönüşümü flal = V +(b) = w +(c) = y f(d) = u f(e) = X f(f) = z seklinde

tanımlansın . İzomorfizm olduğunu göster.

a b c d ef xwyuXz

a . 0 1 O 100 Y O
1 0 100

b 1 0 1 0 10 w 1010 10

Alb) = co10 1 o 0
Y

O 1
0 100 = A(H)

d1010 o 1 u 10 1 00 1

2010000 X0100 O
O

0 000 O Z O o 0 100f 1

4) Bir 6 grafının köşe kümesi
,

31 ,23 kümesinin elemanlarıyla oluşturulan sıralı ikililerden

oluşmaktadır. Bu grafın (a , b) ve (d) gibi keyfi iki köşesinin kenar oluşturması için gyk

a . c + b . d = 0 (mod3) olmasıdır . Bu 6 grafını çizin.

(1 . 2) (1 , e) (2
,
2) (2, e)

A B

A
B

⑨ ⑨

⑧

· D


