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1 Çok Değişkenli Fonksiyonlar

1. Aşağıdaki foonksiyonların tanım kümelerini bulunuz.

(a) z =
√

1− (x2 + y2)

(b) z = 1−
√

1− (x− y)2

(c) z = arcsin x
2
+
√
xy,

(d) z =
√
1− x2 +

√
1− y2

(e) z = ln(x+ y),

(f) z =
√

(x2 + y2 − a2) (4a2 − x2 − y2),

(g) z = arcsinx+ arccos y,

(h) z =
√

sin (x2 + y2)

(i) z = lnxy

(j) z = arcsin y
x
,

(k) z =
√

1− |x− y|

(l) z = arcsin ex
2−y2

(m) z = y√
x−y2

(n) f(x, y) = ln
(

y
x2+y2−1

)

(o) f(x, y) =
√

1 + x− y2

(p) f(x, y) =
√

(x− 1)(y + 3)

(q) f(x, y) = ln(x ln(y − x))

(r) f(x, y) =
√
y sinx

(s) f(x, y) =
√

x−y
x+y

(t) f(x, y) =
√

1−x2−y2

xy

(u) f(x, y) = x+ arccos y

(v) f(x, y) =
√

1− (x− y)2

(w) f(x, y) = ln (9− x2 − 9y2)

(x) f(x, y) = arcsin x
2
+
√
xy

(y) f(x, y) = arccos
(

x2+y2

4

)
+ ln x

y

(z) f(x, y) =
√
5− 3x− 2y

(aa) f(x, y) = arcsin
(

2x−y
x+y

)
2. Aşağıdaki fonksiyonların tüm seviye eğrilerini bulunuz.

(a) f(x, y) = x2 − y2

(b) f(x, y) = y
x2+y2

(c) f(x, y) = y − lnx

(d) f(x, y) = x− y2

(e) f(x, y) =
√
x+ y

(f) f(x, y) = 2x2 − y2

(g) f(x, y) = x− y + 2

(h) f(x, y) = x2√
x2+y2

(i) f(x, y) = x2 + 4y2

3. A, (0, 0) noktasinı bulunduran konveks bir ḱıme ve f de A da tanımh konveks bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde her (x, y) ∈ A için (−x,−y) ∈ A ve f(−x,−y) > −f(x, y) olduğunu gösteriniz.

4. A konveks bir küme, f : A → R bir fonksiyon, k > 1 tamsayı ve x1, x2, · · · , xk ∈ A olsun. Bu takdirde
f nin konveks olması için gerek ve yeter şart λ1 + λ2+ · · · + λk = 1 özelliğindeki λi ∈ [0, 1] için
f (λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λkxk) < λ1f (z1)+ λ2f (x2) + · · ·+ λkf (xk) olmasıdır, gösteriniz.

5. A = {(x, y) : x, y > 0} konveks kümesi üzerinde tanımlanan f(x, y) = ln
(

1
xy

)
fonksiyonumun konveks

olduǧunu gösteriniz.

6. I1, I2 ̸= ∅ herhangi iki aralık olmak üzere I1 × I2 de tanımlı monoton artan we monoton azalan fonksiy-
onun sabit fonksiyon olduğunu gösteriniz.

7. f : R2 → R, f(x, y) = x− y fonksiyonun monotonluğunu inceleyiniz.
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8. k ∈ R olmak üzere f : (1,∞)× (1,∞) → R, f(x, y) = [ln(x+ y)]k olarak tanımlansın. k < 0 iken f nin
monoton azalan ve 0 < k < 1 iken f nin monoton artan olduğunu gösteriniz.

9. f : [0, 2]× [0, 2] → R

f(x, y) =

{
(x+ 1)(y + 1) x+ y ≥ 2 ise

xy x+ y < 2 ise

olarak tanımlanan fonksiyonun [0, 2]× [0, 2] de monoton artan olduğunu gösteriniz.

10. f : [0, 2]× [0, 2] → R,

f(x, y) =


0 0 ≤ x ≤ 1 ve 0 ≤ y ≤ 1 ise

x− 1 1 < x ≤ 2 ve 0 ≤ y ≤ 1 ise
1 0 ≤ x ≤ 2 ve 1 < y ≤ 2 ise

olarak tanımlanan fonksiyonun [0, 2]× [0, 2] de monoton oldugunu gösteriniz.

2 Çok Değişkenli Fonksiyonlarda Limit

11. Limit tanımını kullanarak aşağıdaki limitlerin doğruluğunu gósteriniz.

(a) lim
(x,y)→(2,−1)

(3xy − 8x+ 2y) = −24

(b) lim
(x,y)→(−1,1)

(x2 + y2 + 5x− 3y) = −6

(c) lim
(x,y)→(1,2)

(1− x2 + 4y2) = 16

(d) lim
(x,y)→(1,1)

(y2 + 3xy) = 4

(e) lim
(x,y)→(0.0)2

x2+y2+7
x2+y2+2

= 7
2

(f) lim
(x,y)→(0,0)

x+y
x2+y2+3

= 0

(g) lim
(x,y)→(0,0)

xy x2−y2

x2+y2
= 0

(h) lim
(x,y)→(0,0)

√
4− x2 − y2 = 2

12. Aşağıdaki limitlerin olup olmadığını araştırınız.

(a) lim
(x,y)→(0,0)

x4−y4

x2+y2

(b) lim
(x,y)→(0,0)

x sin 1
x
+y

x+y

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x3−x2y+xy2−y3

x2+y2

(d) lim
(x,y)→(0,0)

(x−y)2

x2+y2

(e) lim
(x,y)→(0,0)

3xy
5x4+2y4

(f) lim
(x,y)→(0,0)

2x2+3xy+4y2

3x2+5y2

(g) lim
(x,y)→(0,0)

x4−y2

x4+y2

(h) lim
(x,y)→(0,0)

x2−2
3+xy

(i) lim
(x,y)→(0,0)

4x2y
x3+y3

(j) lim
(x,y)→(0,0)

x√
x2+y2

(k) lim
(x,y)→(0,0)

cosx−1−x2

2

x4+y4

(l) lim
(x,y)→(0,0)

x−y+x2+y2

x+y

(m) lim
(x,y)→(1,2)

3−x+y
4+x−2y

(n) lim
(x,y)→(4,π)

x2 sin y
x

(o) lim
(x,y)→(2,1)

arcsin(xy−2)
arctan(3xy−6)

(p) lim
(x,y)→(0,0)

x sin(x2+y2)
x2+y2

3 Çok Değişkenli Fonksiyonlarda Süreklilik

13. (x, y) ̸= (0, 0) için aşağıdaki şekilde tanımlanan fonksiyonların (0, 0) noktasındaki sürekliliğini araştırınız
(f(0, 0) = 0).
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(a) f(x, y) = sin2(x+y)
|x|+|y|

(b) f(x, y) = x sin 1
y

(c) f(x, y) = x2y3

2x2+y2

(d) f(x, y) = x3y
x4+y2

(e) f(x, y) =
sin(x3+y3)

x2+y2

(f) f(x, y) = xy
x2+xy+y2

(g) f(x, y) = sin(xy)√
x2+y2

(h) f(x, y) = x3y2

x2+y2
e−x2−y2

(i) f(x, y) = x2−y2

x2+y2

(j) f(x, y) = x2 sin
(

1
x2+y2

)
(k) f(x, y) = xy ln (x2 + y2)

14. f(x, y) =

{
3 + 2(x−2)2(y+3)

x2+y2−4x+6y+13
(x, y) ̸= (2,−3)

3 (x, y) = (2,−3)
olarak tanımlanan fonksiyonun (2,−3) noktasındaki

sürekliliğini araştırınız.

15. Aşağıdaki fonksiyonların sürekli oldukları kümeleri bulunuz.

(a) f(x, y) = ln
(

y
x2+y2−1

)
(b) f(x, y) =

√
1 + x− y2

(c) f(x, y) =
√

x−y
x+y

(d) f(x, y) =
√

1−x2−y2

xy

(e) f(x, y) = ln(x ln(y − x))

(f) f(x, y) = ln (9− x2 − 9y2)

(g) f(x, y) =
√
x2 − 4 +

√
y2 − 4

(h) f(x, y) = 1 +
√

1− (x− y)2

(i) f(x, y) = arcsin x
2
+
√
xy

(j) f(x, y) = x+ arccos y

16. f, g : [−1, 1]× [−1, 1] → R, f(x, y) = (x+ y)2 ve

g(x, y) =

{
f(x, y) x+ y ≥ 0
−f(x, y) x+ y < 0

olarak tanımlanan fonksiyonların [−1, 1]× [−1, 1] de sürekli olduklarını gösteriniz.

17. Aşağıdaki fonksiyonların süreksiz olduğu noktaları bulunuz.

(a) f(x, y) =

{
sin(xy)

x
(x, y) ̸= (0, 0)

y (x, y) = (0, 0)
(b) f(x, y) =

{
xy ln(xy) xy > 0

0 xy = 0

18. f(x, y) =

{
e−1/|x−y| x ̸= y
c x = y

olarak tanımlanan fonksiyonun R2 de sürekli olması için c değerini bu-

lunuz.

19. f(x, y) =

{
x2y

x4+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
olarak tanımlanan fonksiyonun dizisel sürekli olmadığını gösteriniz.

20. I1 = [a1, b1] ve I2 = [a2, b2] olmak üzere f : I1×I2 → R monoton fonksiyonun sınırlı olduğunu gösteriniz.

21. A ⊂ Rn sinırlı bir küme olmak üzere f : A → R düzgün sürekli fonksiyonunun sınırlı olduğunu gösteriniz.

22. A,B ⊂ Rn olmak üzere f : A → B düzgün sürekli olsun. Eğer (xn) , A da bir Cauchy dizisi ise (f (xn))
nin de B de bir Cauchy dizisi olduğunu gösteriniz.

4 Çok Değişkenli Fonksiyonlarda Kısmi Türev

23. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada birinci mertebeden kısmi türevlerini, kısmi türev tanımını
kullanarak bulunuz.
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(a) f(x, y) = 2x2 + xy2, (1, 1)

(b) f(x, y) = x3y + xy3, (1− 1)

(c) f(x, y) = 2x2 − 3xy + 4y2, (−1, 2)

(d) f(x, y) = xy2 + 2xy3, (2,−2)

(e) f(x, y, z) = x2 + yz2 − xyz, (1, 2,−3)

(f) f(x, y, z) = yz2 + xyz3, (−2, 0, 1)

24. (x, y) ̸= (0, 0) için aşağıdaki gibi tanımlanan fonksiyonların (0, 0) noktasında birinci mertebeden kısmi
türevlerinin olup olmadığını araştırınız. (f(0, 0) = 0 dır).

(a) f(x, y) = xy2

x2+y2

(b) f(x, y) = xy2

x3+y2

(c) f(x, y) = x3y
x4+y2

(d) f(x, y) = x2

x2+y2

(e) f(x, y) = x3

x2+y2

(f) f(x, y) = sin2(x+y)
|x|+|y|

(g) f(x, y) = x3y−xy3

x2+y2

(h) f(x, y) = x4y
x2+y2

(i) f(x, y) = xy ln (x2 + y2)

25. f(x, y) =

{ xy
x2+y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
olarak tanımlanan fonksiyonun (0, 0) noktasında birinci mertebeden

kısmi türevlerinin olduğunu, ancak bu noktada sürekli olmadığını gösteriniz.

26. Aşağıdaki fonksiyonların ikinci mertebeden kısmi turevlerini bulunuz.

(a) f(x, y) = e
x
y

(b) f(x, y) = xe
y
x

(c) f(x, y) = ln
(
e

y
x + e

π
y

)
(d) f(x, y) = arctan y

x

(e) f(x, y) = x2y + xy2

(f) f(x, y) = arcsin

(
tan

√
x
y

)

(g) f(x, y) = ln(sec(x− 2y))

(h) f(x, y) = sin(x− y)− cos(x+ y)

(i) f(x, y) = tan(xy) + cot(xy)

(j) f(x, y) = x3y + exy
2

(k) f(x, y) = esinxy + ecosxy

27. f(x, y) = x2 arctan y
x
fonksiyonu için fxy(1, 1) ve fyx(1, 1) türevlerini bulunuz.

28. Aşağıdaki fonksiyonların Jakobiyen matrisini bulunuz.

(a) f(x, y) = (3x− 2y, x2y)

(b) f(x, y) = (x2y, xy2, xy)

(c) f(x, y) = (2x2 − 3xy2, x2 + y2)

(d) f(x, y) =
(
xy, x

y2
, x

2+y2

x2−y2

)
(e) f(x, y) =

(
y√

x2+y2
, x√

x2+y2

)
(f) f(x, y) = (sin(2x+ y), e2x−y)

(g) f(x, y) = (xy, 1 + 3x, 2x+ y3)

(h) f(x, y, z) = (x2 − y2 + z2, xyz)

(i) f(x, y, z) =
(
sin yz

x
, cos xz

y
, tan xy

z

)
(j) f(x, y, z) = (xy − z2, 3x2, 2xyz, yz3)

(k) f(x, y, z) =
(

xy
z
, ex

2y, ln
√

x2 + y2 + z2
)

(l) f(x, y, z) = (x+ y + z, x2 + y2z, x3 + y3 + z3, xyz)

(m) f(x, y, z) = (x+ y, x+ 3z, y − z)

(n) f(x, y, z, w) = (x2 − y2, z2 − w2)

(o) f(x, y, z, w) = (sin(xy), cos(yz), tan(zw), sec(wx))

(p) f(x, y, z, w) =
(
2xw, 3yz2, w

2

xz
, 2x+ 3yz2w, x+ 2y − 3z + 4w

)
29. Aşağıdaki fonksiyonlar için Euler teoreminin gerçeklendiğini gösteriniz.
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(a) f(x, y) = 2x2 − 3xy + 5y2

(b) f(x, y) = x3 + xy2 − 2y3

(c) f(x, y) = xy
x+y

(d) f(x, y) = x2−y2

x2+y2

(e) f(x, y, z) = x3 + y3 − 2z3

(f) f(x, y, z) = 3x2yz3 + y3z3 − 5xyz4

(g) f(x, y, z, w) = xyzw + x2z2 − y2w2

(h) f(x, y, z, w) = x3 − 3xz2 + yzw + xyz

(i) f(x, y, z, w) = xy2w + xz3 + w4

30. Aşağıdaki fonksiyonların monotonluğunu inceleyiniz.

(a) f : [0, 1]× [1, 2] → R, f(x, y) = x2 + y2 + 3x+ 2y

(b) f : [−1, 0]× [−2, 0] → R, f(x, y) =
√

x2 + y2

(c) f : [0, 2]× [−1, 3] → R, f(x, y) = −2x2 − 3y2 − 5xy + 1

(d) f : [−1, 0]× [−3,−1] → R, f(x, y) = x3 + 2xy3 + 2xy

5 Diferansiyel, Diferansiyellenebilirlik ve Teğet Düzlem

31. (x, y) ̸= (0, 0) için aşağıdaki fonksiyonların (0, 0) noktasında diferensiyellenebilir olup olmadığını araştırınız
(f(0, 0) = 0) dır.

(a) f(x, y) = x2y
x2+y2

(b) f(x, y) = xy x2−y2

x2+y2

(c) f(x, y) = ln (x2 + y2)

(d) f(x, y) = x5

x4+y2

(e) f(x, y) = x3

x2+y2

(f) f(x, y) = x2y2√
x2+y2

(g) f(x, y) = xy√
x2+y2

(h) f(x, y) = sin2(x+y)
|x|+|y|

(i) f(x, y) = xy
x2+y2

(j) f(x, y) = x2y3

x4+y4

(k) f(x, y) = |y| ln(1 + x)

(l) f(x, y) = xy ln (x2 + y2)

(m) f(x, y) = |y|a sinx(a ∈ R)

32. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktalardaki diferensiyellenebilirliğini araştırınız.

(a) f(x, y) = y
√
x, (4, 1)

(b) f(x, y) = xy − 3x2, (1, 2)

(c) f(x, y) = 3
√
xy, (0, 0)

(d) f(x, y) =
√

|xy|, (0, 0)

(e) f(x, y) = x− 3 sin y, (1, 0)

(f) f(x, y) = 3x+2y
x−y

, (2, 1)

(g) f(x, y) = |x| sin (x2 + y2) , (0, 0)

33. f(x, y) =
√

2x2 + 3y2 fonksiyonunun (0, 0) noktasında sürekli olduǧunu, ancak bu noktada diferensiyel-
lenemediğini gösteriniz.

34. f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2) sin

(
1√

x2+y2+z2

)
fonksiyonun (0, 0, 0) noktasındaki diferensiyellenebilirliğini

araştırınız (f(0, 0, 0) = 0 dır ).

35. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki değerler için ∆f ve df değerlerini hesaplayınız.

(a) f(x, y) = 2x2y + 3xy2 − 5x, (x0, y0) = (−1, 2), dx = 0.2, dy = −0.01

(b) f(x, y) = x2 + y2 − 3x+ 5y − 2, (x0, y0) = (2,−3), dx = 0.03, dy = −0.0
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(c) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xyz, (x0, y0, z0) = (1, 2, 3), dx = 0.01, dy = 002 dz = −0.03

(d) f(x, y, z, w) = x2y2−z2w2, (x0, y0, z0, w0) = (2, 4, 2, 1), dx = 0.02, dy = −0.1. dz = 0.2, dw = −0.03

36. Aşağıdaki ifadelerin yaklaşık değerini hesaplayınız.

(a)
√

(18.03)2 + (23.98)2

(b) (5.2)2 + (12.1)2

(c) (6.04) · (3.1) · (2.96)
(d) sin 91 + cos 178

(e) 5
√

(3.8)2 + 2(2.1)3

(f) (1.98)3
√
(3.01)2 + (3.97]2

(g) (2.01)(2.98)3

(−1.99)2+(4.001)2

(h) ln
(

(3.03)2+(4.002)2

(4.98)2

)
37. Aşağıdaki ifadelerin (varsa) hangi f fonksiyonunun tam diferensiyeli olduğunu bulunuz.

(a) (x2 + 2xy − y2) dx+ (x2 − 2xy − y2) dy

(b) (e2y − 5y3ex) dx+ (2xe2y − 15y2ex) dy

(c) (2x cos y − y2 sinx) dx+ (2y cosx− x2 sin y) dy

(d) ex (ey(x− y + 2) + y) dx+ ex (ey(x− y) + 1) dy

(e)
(

1
y
e

x
y − y

x2

)
dx+

(
−x
y2
e

x
y + 1

x

)
dy

(f)
(x2+2xy+5y2)dx+(x2−2xy+y2)dy

(x+y)3

(g) y
x2+y2

dx− x
x2+y2

dy

(h) ydx−xdy
3x2−2xy+3y2

(i) xeydx+ yexdy

(j) (6x+ 5y)dx+ (5x+ 6y)dy

(k) (1 + 2xy + lnx)dx+ x2dy

(l)
(
12x2y + 1

y2

)
dx+

(
4x3 − 2x

y3

)
dy

(m) (x3 + 4xy) dx+ (4xy − y3) dy

(n) y
x2+1

dx+ (y2 + arctanx) dy

(o) (
√
x+

√
y)dx+ x

2
√
y
dy

(p) xdx+ydy√
x2+y2

+ xdy−ydx
x2

(q) 2x(1−ey)

(1+x2)2
dx+ ey

1+x2dy

(r) 2x sin ydx+ (y + x2 cos y) dy

(s) arcsin y
x

dx+ lnx√
1−y2

dy

(t) (x+
√
x+ y)dx+ (y +

√
x+ y)dy

(u) (2xy2 + 3y cos 3x) dx+ (2x2y + sin 3x) dy

(v) (6xy − y2) dx+ (2xey − x2) dy

(w) (x3 + 2xy + y2) dx+ (x2 + 2xy + y3) dy

(x) yzdx+ xzdy + (xy + 2z)dz

(y) eydx+ xeydy + (z + 1)ezdz

(z) (z3 − 3y) dx+ (12y2 − 3x) dy + 3xz2dz
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(aa)
(
2xyz + 1

z

)
dx+

(
x2z − 1

z2

)
dy +

(
x2y − x

z2
+ 2y

z3

)
dz

(ab) (2xy + z2 + yz) dx+ (x2 + 2yz + xz) dy + (y2 + 2xz + xy) dz

(ac) yz
x2y2+z2

dx+ xz
x2y2+z2

dy − xy
x2y2+z2

dz

(ad) y2 cos zdx+ 2xy cos zdy − xy2 sin zdz

38. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki kısmi diferansiyel denklemleri sağlayıp sağlamadığını araştırınız.

(a) f(x, y) = ex+y(x+ y), fxx − 2fxy + fyy = 0

(b) f(x, y) = y arctan
√

x2 − y2, fx
x
+ fy

y
= f

y2

(c) f(x, y) = cosh
(
y
x

)
+ tan

(
x
y

)
, xfx + yfy = 0 ve yfyy + xfxy + fy = 0

(d) f(x, y) = sin(x+ y) + cos(x− y), fxx − fyy = 0

(e) f(x, y) = ln
√

x2 + y2, xfx + yfy = 1

(f) f(x, y) = x4y2 arcsin y
x
, xfx + yfy − 6f = 0

(g) f(x, y) = xy tan y
x
, xfx + yfy − 2f = 0

(h) f(x, y) = x cos y
x
+ tan y

x
, x2fxx + 2xyfxy + y2fyy = 0

(i) f(x, y) = xey + yex, fxxx + fyyy − xfxyy − yfxxy = 0

39. Aşağıdaki fonksiyonların harmonik olduğunu (Laplace denklemini sağladığını) gösteriniz (a, b ∈ R).

(a) f(x, y) = x2 − y2

(b) f(x, y) = x3 − 3xy2

(c) f(x, y) = ex cos y

(d) f(x, y) = e−x cos y − e−y cosx

(e) f(x, y, z) = z arctan x
y

(f) f(x, y) = ln ((x− a)2 + (y − b)2)

(g) f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)
−1
2

(h) f(x, y) = ex(x cos y − y sin y)

(i) f(x, y) = ln

(
1√

x2+y2

)
40. Aşağıdaki fonksiyonların dalga denklemini sağladığını gösteriniz (a, k ∈ R).

(a) f(x, y) = sin(kx) sin(aky)

(b) f(x, y) = y
a2y2−x2

(c) f(x, y) = (x− ay)6 + (x+ ay)6

(d) f(x, y) = sin(x− ay) + ln(x+ ay)

41. f(x, y, z) =
(

x−y+z
x+y−z

)n

olarak tanımlanan fonksiyonun xfx + yfy + zfz = 0 ve x2fxx + y2fyy + z2fzz +

2xyfxy + 2xzfxz + 2yzfyz = 0 kısmi diferensiyel denklemleri sağladığını gösteriniz.

42. z = f(x, y) fonksiyonu yardımıyla verilen aşağıda yüzeylere, yanlarmdas noktadan çizilen teğet düzlem
denklemini bulunuz.

(a) f(x, y) = x2 + xy, (x0, y0) = (−1, 1)

(b) f(x, y) = 2x+ y2 − x3y, (x0, y0) = (−2, 1)

(c) f(x, y) = x3 + 2xy2, (x0, y0) = (−1,−2)

(d) f(x, y) = sin(2x− 3y)− cos(2x+ 3y), (x0, y0) = (π/2, π/3)

(e) f(x, y) = xey, (x0, y0) = (1, 0)

(f) f(x, y) = ey
2−x2

, (x0, y0) = (−1, 1)

(g) f(x, y) = x ln y, (x0, y0) = (4, 1)

43. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada lineerizasyonunu bulunuz.
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(a) f(x, y) = x2 + 3xy − y2, (x0, y0) = (1,−1)

(b) f(x, y) = ex+3y−5, (x0, y0) = (1, 3)

(c) f(x, y) = ln (x2 + y2) , (x0, y0) = (
√
2,
√
3)

(d) f(x, y) = cos(2x− 3y) + sin(2x+ 3y) (x0, y0) = (π/2, π/3)

(e) f(x, y) = arctan
(

x
y

)
+ e

y
x , (x0, y0) = (1, 1)

44. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada ikinci dereceden yaklaşımlarını bulunuz.

(a) f(x, y) = ex sin y

(b) f(x, y) = sinx cos y, (0, 0)

(c) f(x, y) = cos(x− y), (π, 0)

(d) f(x, y) = x2y, (1,−2)

(e) f(x, y) = x2y + 3y − 2, (1,−2)

(f) f(x, y) = e2x+y, (1,−2)

(g) f(x, y) = ln
√

x2 + y2, (3, 4)

(h) f(x, y) = arctan(xy), (1, 1)

6 Zincir Kuralı

45. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarında belirtilen kısmi türevlerini hesaplayınız.

(a) f (y1, y2) = 2y21 + y1y
2
2, y1(x, y, z) = x2 + 2y2 + xz3, y2(x, y, z) = yz2 + xy3, ∂f

∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z
.

(b) f (y1, y2) = cos (y21 + y22) , y1(x, y, z) = sin2(xyz), y2(x, y, z) = 2xy2 + yz3 − xz2 ∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z
.

(c) f (y1, y2) = cos y21 + sin y22, y1(x, y) = x2 + y2, y2(x, y) = tan(x+ y), ∂f
∂x
, ∂f
∂y
.

(d) f (y1) = y21, y1(x, y, z) = x+ xz + y2, ∂f
dx
, ∂f
dy
, ∂f
dz
.

(e) f (y1, y2) = y21 cos y2, y1(x, y) = x2 + y2, y2(x, y) = x sec y, ∂f
dx
, ∂f
dy
.

46. g türevlenebilen bir fonksiyon olmak üzere x − az − g(y − bz) = 0 denklemiyle verilen z = f(x, y)
fonksiyonunun azx + bzy = 1 kısmi diferensiyel denklemi gerçeklediğini gösteriniz.

47. z3 − xz − y = 0 denklemiyle verilen z = f(x, y) fonksiyonu için zxy = − 3z2+x
(3z2−z)3

olduğunu gösteriniz.

48. f ve g ikinci mertebeye kadar türevlenebilen tek değişkenli fonksiyonlar olmak iizere F (x, y) = f(y +
ax) + g(y − ax) olarak tanimlanan fonksiyonun dalga denklemini gerçeklediğini gösteriniz.

49. z = f(x, y), x = u + v ve y = u − v olarak tanmlanan fonksiyon icin ∂2z
∂u∂v

− ∂2z
∂x2 + ∂2z

∂y2
= 0 olduğunu

gösteriniz.

50. z = f(x, y), x = u cosh v, y = u sinh v fonksiyonu için
(
∂f
∂u

)2 − 1
u2

(
∂f
∂v

)2
=

(
∂f
∂x

)2− (
∂f
∂y

)2

olduğunu

gösteriniz.

51. f(x, y), x = u cos v ve y = u sin v olarak tanımlanan fonksiyon için frx + frr = 0 Laplace denkleminin
fuu +

1
u
fv +

1
u2fvv = 0 denklemine indirgendiğini gösteriniz.

52. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki kısmi diferansiyel denklemi sağlayıp sağlamadığını araştırınız.

(a) z = f(xy), xzxx − yzyy + (x− y)zxy + zx − zy = 0

(b) z = f(x+ ay) + g(x− ay), zyy − a2zxx = 0

(c) f(x, y, z) =
(

z
y

) x
y

, xfx + yfy + zfz = 0
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53. g, Laplace denklemini sağlayan ve ikinci mertebeye kadar türevlenebilen bir fonksiyon olmak üzere

f(x, y) = g
(

x
x2+y2

, y
x2+y2

)
olarak tanımlanan fonksiyonun Laplace denklemini sağladığını gösteriniz.

54. g, h ve k ikinci mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar olmak üzere, zincir kuralını kullanarak aşağıdaki
fonksiyonların yanlarındaki kısmi diferansiyel denklemi gerçeklediğini gösteriniz.

(a) f(x, y) = sin y + g(sinx− sin y), cos yfx + cosxfy = cosx cos y

(b) f(x, y) = xy + xg
(
y
x

)
, xfx + yfy − xy = f

(c) f(x, y) = xg
(
y
x

)
, x2fxx + 2xyfxy + y2fyy = 0

(d) f(x, y) = g (x2y) , xfx − 2yfy = 0

(e) f(x, y) = g(xy) ln y + h(xy), x2fxx − 2xyfxy + y2fyy + xfx + yfy = 0

(f) f(x, y) = yg (x2 − y2) , fx
x
+ fy

y
= f

y2

(g) f(x, y) = g(xy), xfx − yfy = 0

(h) f(x, y) = g
(

x
y
, y
x

)
, xfx + yfy = 0

(i) f(x, y) = e2x cos(g(y)), fyy +
fy
y
+ fxx

y2
= 0

(j) f(x, y) = xng
(
y
x

)
, xfx + yfy = nf

(k) f(x, y) = g (x2 + y2) , xfy − yfx = 0

(l) f(x, y) = yg (x2 − y2) , fx
x
+ fy

y
− f

y2
= 0

(m) f(x, y) = g(x− y, y − x), fx + fy = 0

(n) f(x, y) = g (x2 − y2, y2 − x2) , yfx + xfy = 0

(o) f(x, y) = g (2x3 + 3y2) , yfx − x2fy = 0

(p) f(x, y) = g(r cos θ, r sin θ), frr +
1
r
fr +

1
r2
fθθ = 0 (fxx + fyy = 0 ise )

(q) f(x, y) = g(x+ ay) + h(x− ay), fxx − 1
a2
fyy = 0

(r) f(x, y) = xg(x+ y) + yh(x+ y), fxx − 2fxy + fyy = 0

(s) f(x, y, z) = g(x, y) + h(y, z) + k(x, z), fxyz = 0

(t) f(x, y, z) = g
(
x
z

)
+ h

(
y
z

)
, xfx + yfy − f = 0

55. w = f(x− y, y− z, z − x) olarak tanımlanan fonksiyonun wx +wy +wz = 0 kısmi diferensiyel denklemi
gerçeklediğini gösteriniz.

56. Aşağıdaki f ve g fonksiyonları ve P0 noktası için g ◦ f bileşke fonksiyonunun P0 daki diferensiyelini
hesaplayınız.

(a) f(x, y) = (3x2y,−2xy2) , g(x, y) = (x2 − y2, x2 + 3y2) , P0 = (1,−1)

(b) f(x, y) = (x2y, 3x− 4y2) , g(x, y) = (x2,−xy2, 2x2y) , P0 = (3, 2)

(c) f(x, y) = (x2,−2xy2, x2 + y2) , g(x, y, z) = (x2 + y2 − z2, xyz) , P0 = (0,−4)

(d) f(x, y, z) = (xyz, 3xy, y2z) , g(x, y, z) =
(
xy
z
, x2yz,−xy2z3

)
, P0 = (−2, 3, 1)

57. xy ̸= 1 olmak üzere u = x+y
1−xy

ve v = arctanx+ arctan y fonksiyonları için ∂(u,v)
∂(x,y)

değerini hesaplayınız.

58. x = u− v + w, y = u2 − v2 − w2 ve z = u3 + v fonksiyonları için ∂(x,y,z)
∂(u,v,v)

değerini hesaplayınız.

59. F (x, y) = 0 kapalı denklemiyle verilen y = f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden türevinin

y′′ = −
FxxF

2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x

F 3
y

olduğunu gösteriniz.
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7 Çok Değişkenli Fonksiyonlarda Taylor Seri Açılımı

60. Aşağıdaki fonksiyonları yanlarında belirtilen noktada Taylor serisine açınız.

(a) f(x, y) = x2y + 3y − 2, (1, 1)

(b) f(x, y) = x3 + xy2 − xy, (3,−1)

(c) f(x, y) = (x+ y)2, (0, 0)

(d) f(x, y) = y+3
x+2

, (1, 1)

(e) f(x, y) = x2y + 3xy2, (1,−2)

(f) f(x, y) = 1
x2+y2+1

, (0, 0)

(g) f(x, y) = e2x+y, (1,−2)

(h) f(x, y) = e(x−1)2 cos y, (1, 0)

(i) f(x, y) = ex
2+y2 , (0,−1)

(j) f(x, y) = ex sin y, (1, 0)

(k) f(x, y) = cos(x− y), (π, 0)

(l) f(x, y) = sinx cos y, (0, π)

(m) f(x, y) = sin (x2 + y2) , (0,
√
π)

(n) f(x, y) = tan(x+ y)− sec(x− y), (π,−π)

(o) f(x, y) = sin(xy) + cos(xy), (0, 0)

(p) f(x, y) = sinh 2x+ cosh 3y, (ln 2, ln 3)

(q) f(x, y) = ln
√

x2 + y2, (−3,−4)

(r) f(x, y) = ln(sec(x+ 2y)), (π, π/2)

(s) f(x, y) = cos(2x − 3y) + sin(2x +
3y), (π/2,−π/3)

8 Hessian Form ve Hessian Matris

61. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada Hessian formunu ve Hessian matrisini bulunuz.

(a) f(x, y) = x3 − y3 + 5x2y, (−2, 1)

(b) f(x, y) = x2y
x4+y2

, (−1, 3)

(c) f(x, y) =
√

x2 + y2, (−3, 4)

(d) f(x, y) = arctan y
x
, (1, 1)

(e) f(x, y) = sin(x+ y), (π, 0)

(f) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, (1, 1, 2)

(g) f(x, y, z) = x2+y2−z2

xyz
, (1, 1, 1)

(h) f(x, y, z) = x4yz − yz3, (−2, 3,−1)

(i) f (x1, x2, x3, x4) = x2
1x2x3 − x2x

2
3x

3
4, (2,−3, 1, 1)

(j) f (x1, x2, x3, x4) = x2
1 − 2x2

2 + 3x2
3 + 4x2

4 − x1x2x3x4, (−1, 2,−1, 1)

(k) f (x1, x2, x3, x4, x5) = x1 − 2x2
2 + 3x3

3 − 4x2
4x5 + 5x3x4x

2
5, (−1, 2, 4, 3, 1)

(l) f (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = x3
1 + x3

2 + x2
3 − 3x2

4 + 2x3
5 + x2

6 + x1x2x3 − x4x5x6 (1, 2,−1, 0, 1, 3)

9 Kapalı Fonksiyon Teoremleri

62. Aşağıda F (x, y) = 0 denklemiyle verilen y = f(x) kapalı fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden
türevlerini hesaplayınız.

(a) F (x, y) = x2 + y2 − 3xy + 1 = 0

(b) F (x, y) = x2y − xy2 + 3xy − 4x+ 5y − 1 = 0

(c) F (x, y) = x2 + xy3 + 3xy − 4x+ 5y − 2 = 0

(d) F (x, y) = x3 + y3 − xy2 + 5x− 2y + 3 = 0
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(e) F (x, y) = x2−y2

x2+y2
= 0

(f) F (x, y) = ln
(

x
y

)
+ e

y
x = 0

(g) F (x, y) = sin(x+ y) + cos(x− y) = 0

(h) F (x, y) = sec (x2 + y2) + tan (y2 − x2) = 0

63. Aşağıda F (x, y, z) = 0 denklemiyle verilen z = f(x, y) kapalı fonksiyonunun birinci mertebeden kısmi
türevlerini hesaplayınız.

(a) F (x, y, z) = x2 + y2 − z2 + 5xyz − 3 = 0

(b) F (x, y, z) = x2yz + xy2z + xyz2 − 1 = 0

(c) F (x, y, z) = sin(yz) + cos(xz) + tan(xy)− 1 = 0

(d) F (x, y, z) = x+y+z√
x2+y2+z2

− 1 = 0

(e) F (x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 + 1 = 0

64. Aşağıda F (x, y, z) = 0 deklemiyle verilen z = f(x, y) kapah fonksiyonun yanlarındaki P0 noktasındaki
ikinci mertebeden kısmi türevlerini hesaplayınız.

(a) F (x, y, z) = 2x2 + 2y2 + 2z2 − 2 = 0, P0 =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
(b) F (x, y, z) = y − xz + cos(xyz)− 3 = 0, P0 = (1, 0,−2)

(c) F (x, y, z) = sin(x+ y) + sin(y + z) + cos(x+ z)− 1 = 0, P0 = (π,−π, π)

(d) F (x, y, z) = 2
x
+ 3

y
+ 4

z
− 3 = 0, P0 = (1,−1, 1)

65. x = x(y, z), y = y(x, z) ve z = z(x, y) olmak Uzere F (x, y, z) = 0 denklemiyle verilen fonksiyonun
∂z
∂y

∂y
∂x

∂x
∂z

= −1 kısmi diferansiyel denklemini gerçeklediğini gösteriniz.

66. F (x, y) = 0 denklemiyle verilen y = f(x) fonksiyonun ikinci mertebeden türevinin y′′(x) = −F 2
yFxx−2FxFyFxy+F 2

x+Fyy

F 2
y

olduğunu gösteriniz.

67. f : R4 → R2, f(x, y, u, v) = (u3 + xv + y, yu+ v3 − x) olarak tanimlanan fonksiyon için F (x, y, u, v) = 0
denklem sisteminden hangi şartlar altında u, v nin x, y cinsinden çözülüp çözülemeyeceğini araştırınız.

68. Aşağıdaki denklem sistemlerinin ∂ui

∂xi
kısmi türevlerini bulunuz.

(a)

{
x2
1 + x2

2 − u1u
2
2 = 0

x1u2 − x2u1 = 0

(b)

{
2x1 − 4x2 + 2u2

1u2 + 1 = 0
−x1 + 3x2 + u2

1 − u1u2 = 0

(c)

{
x2
1 − x2

2 + 2u1u2 = 0
−2x1x2 + u2

1 + u2
2 = 0

(d)

{
x2
1 − x2

2 + u2
1 − u2

2 = 0
x1x2u1u2 = 4

(e)


x2
1x2 + u2

1 − 2u2u
2
3 = 0

x1 − x2
2u3 + u2

2 − u1 = 0
x1x2 − u1u2u

2
3 − 2 = 0

69. Aşağıdaki denklem sistemlerine yanlarındaki noktada kapalı fonksiyon teoremini uygulayınız ve kısmi
türevlerini hesaplayınız.
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(a)

{
x2u+ yv2 = 0
xv2 − 2y2u+ 1 = 0

P0 = (1,−1, 1, 1)

(b)

{
x2 − y2 − u3 + v2 + 4 = 0
2xy + y2 − 2u2 + 3u4 + 8 = 0

P0 = (2,−1, 2, 1)

(c)

{
4xy + y2u− v3 − 3 = 0
5x2 − uvy2 + 3v3 + 4 = 0

P0 = (1,−2, 3, 1)

(d)

{
xy2 + xzu+ yv2 − 3 = 0
yzu3 + 2xv − u2v2 − 2 = 0

P0 = (1, 1, 1, 1, 1)

10 Ters Fonksiyon Teoremi

70.

f(x) =

{
x+ 2x2 sin 1

x
x ̸= 0

0 x = 0

olarak tanımlanan fonksiyonun x0 = 0 noktasının bir komşuluğunda tersinin olup olmadığını araştırınız.

71. u = 2x + 3yz, v = x + x2yz, w = 3x + 2y − 5z denklem sisteminin P0 = (0, 0, 0) noktasının uygun bir
komşuluğunda x, y, z ninu, v ve w cinsinden çözülüp çözülemeyeceğini araştırınız.

72. A ⊂ Rn açık bir küme, f : A → Rn birebir, sürekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyonu olsun.
det(Df(x)) ̸= 0 ise f−1 : f(A) → A ters fonksiyonunun da diferansiyellenebilir olduğunu gösteriniz.

73. i = 1, 2 için ai, bi, ci ∈ R olmak üzere f : R2 → R2, f(x, y) = (ax1+ bre 1 +c1, ax2 + bx2 + c2 )
olarak tanımlanan fonksiyonunun tersinin olup olmadığını araştırınız ve tersinin olduğu noktalardaki
türevlerini hesaplayınız.

74. f(x, y) =
(

xy
x2+y2

, x
2−y2

x2+y2

)
fonksiyonunun (−1, 1) noktasının uygun bir komşuluğunda ters fonksiyonunun

olup olmadığını araştırınız.

75. Aşağıdaki denklem sistemlerinin hangi koşullar altında tersinin olduğunu belirleyiniz ve bu koşullardaki
kısmi türevlerini hesaplayınız.

(a)

{
y1 = x2

1 + 2x1x2 + x2
2

y2 = x2
1 − x2

2 (b)


y1 = x1 + x2 + x3

y2 = x2
1 + x2

2 + x2
3

y3 = x3
1 + x3

2 + x3
3

76.

{
3x− cos y + y + ez = 0
x− ex − y + z + 1 = 0

denklem sisteminin (0, 0) noktası civarında tersinin olup olmadığımı araştırınız,

tersi varsa bu noktadaki kısmi türevlerini hesaplayınız.

11 Yönlü Türev

77. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada ve vektör yönündeki yönlü türevini hesaplayınız.

(a) f(x, y) = x+ xy, P0 = (0, 0), u =
(
3
5
, 4
5

)
(b) f(x, y) = x3 − 2xy + y2, P0 = (2, 1), u =

(
3√
10
, 1√

10

)
(c) f(x, y) = xy + 6x− 3, P0 = (1, 2), u = (1,−3)

(d) f(x, y) = x2 + 2xy3 + 5xy, P0 = (−1, 3), u = (−1, 2)

12



(e) f(x, y) = arctan y
x
, P0 = (1, 1), u = (−2, 4)

(f) f(x, y, z) = x2yz + xy2z + xyz2, P0 = (1,−1, 2), u = (−3, 4, 2)

(g) f(x, y, z) = y2 − xz + 2xyz, P0 = (1, 3,−2), u =
(

−1√
2
, 0, 1√

2

)
(h) f(x, y, z) = sin(2x− 3y + 4z), P0 = (π/2,−π/3, π/4), u = (−1, 3, 5)

(i) f(x, y, z, w) = x2 + y2 − z2 + w2 + xyzw, P0 = (−1, 2, 1, 3), u = (3, 1, 4,−2)

(j) f(x, y, z, w) =
√

x2 + y2 + z2 + w2, P0 = (−3, 0, 4, 0), u = (1, 1,−2, 1)

(k) f(x, y, z, w) = xy + zw, P0 = (1,−1,−1, 1), u = (2, 3,−3, 1)

78. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada ve herhangi bir u = (u1, u2) birim vektörü yönündeki
yönlü türevinin olup olmadığını araştırınız. Ayrıca bu fonksiyonların (0, 0) noktasında diferensiyel-
lenebilir olup olmadığını araştırınız.

(a) f(x, y) =

{
x2y

x4+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(b) f(x, y) =

{ |x|y√
x2+y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(c) f(x, y) =

{ |x|
2x

√
2x2 + 3y2 (x, y) ̸= (0, 0)
0 (x, y) = (0, 0)

(d) f(x, y) =

{ xy
x2+y

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

79. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarındaki noktada ve θ yönündeki yönlü türevini bulunuz.

(a) f(x, y) = 2x2y + 3xy2 + 5x− 4y, P0 = (−1, 3), θ = π/4

(b) f(x, y) =
√

x2 + y2, P0 = (−3, 4), θ = π/3

(c) f(x, y) = x2−y2

x2+y2
, P0 = (2,−5), θ = 2π/3

(d) f(x, y) = ln (x2 + y2 + xy) , P0 = (1, 1), θ = π

(e) f(x, y) = arctan x
y
, P0 = (1,−1), θ = π/4

(f) f(x, y) = sin(2x− 3y)− cos(−2x+ 3y), P0 = (π/2,−π/3), θ = π/2

12 Gradiyent, Diverjans, Rotasynonel

80. f = x2y − xx3 dür. a) ∇⃗f, b
)
∇⃗(∇⃗f), c

)
∇⃗ × (∇⃗f) i bulunuz.

81. r⃗ = a⃗i+ yj⃗ + zk⃗ olmak üzere

(a) ∇⃗|r⃗|3 = 3rr⃗

(b) ∇⃗f(r) = f ′(r)r⃗
r

olduğunu gösteriniz.

82. ∇⃗f = (2xy − z3) i⃗+ z2j⃗ − 3xz2k⃗ dir. f yi bulunuz.

83. U(x, y, z) diferansiye edilebilir bir fonksiyon ise ∇⃗Udr⃗ = dU olduğunu gōsteriniz.

84. F (x, y, z, t) ve x = x(t), y = y(t), z = z(t) argümanlarinin diferanaiye edilebilir fonksiyonları ise

dF

dt
=

∂F

∂t
+ ∇⃗f

dr⃗

dt

olduğunu gösteriniz.
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85. r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ dır. ∇⃗2f(r) = d2f
dr2

+ 2
r
df
dr

olduğunu gösteriniz,

86. A⃗ ve B⃗ irrotasyonel ise A⃗× B⃗ nin solenoidal olduğunu göeteriniz:

87. f(r)r⃗ nin irrotasyonel olduğunu gösteriniz.

88. u⃗ = (by + cz)⃗i+ (ax+ cz)⃗j + (ax+ by)k⃗ dur. ∇⃗ × u⃗ = 0 olmasi için a, b ve c nin gerçeklemeleri gereken
ilişkiyi bulunuz.

89. Aşağıdaki yüzeylerin yanlarında verilen noktada teğet düzlem ve normal denklemlerini bulunuz.

(a) 4x2 − y2 + 3z2 − 10 = 0, (2,−3, 1)

(b) z − 4x2 − 9y2 = 0, (−2,−1, 25)

(c) 9x2 − 4y2 − 25z2 − 40 = 0, (4, 1,−2)

(d) z − 4x2 + y2 = 0, (5,−8, 36)

(e) xy + xz + yz − 3x3y3z3 = 0, (1, 1, 1)

(f) x2y3 − xy2 = z + 3
8
,
(
2, 1

2
, −3

8

)
90. u, x2 + y2 + z2 = 9 küresinin (2, 2, 1) deki normali olmak üzere f(x, y, z) = 3x2 − 2y2 + z2 + xyz

fonksiyonunun (2, 2, 1) deki u vektörü yönündeki yönlü türevini hesaplayınız.

91. f(x, y, z) = x2y + e
z
x ve g(x, y, z) = z

x
+ 2xy fonksiyonları için (2, 1, 0) noktasında ∇(f + g) ve ∇(f · g)

değerlerini hesaplayınız.

92. f(x, y) = x3 − 2x2y + xy2 − y3 ve g(x, y) = arctan x
y
fonksiyonları için (1, 1) noktasında ∇(4f + 2g) ve

∇
(

f
g

)
değerlerini hesaplayınız.

93. f(x, y, z) = 2xy2z + xy
z2

ve g(x, y, z) = −7x + y2 + z2 fonksiyonlar icin (−1, 2,4) noktasında ∇(f ·
g),∇

(
1
f

)
,∇ (f 2) ,∇ (g3) ve ∇( 4

√
g) degerlerini hesaplayınız.

94. f(x, y) ve g(x, y) fonksiyonları için ∇(f, g) = fxgy − fygx olarak tanımlansın. Buna göre f(x, y) = x2−y2

x2+y2

ve g(x, y) = xy
x2+y2

fonksiyonları için ∇(f, g) degerini hesaplayınız.

95. Aşağıda verilen f ve g fonksiyonları için h = gof bileşke fonksiyonunun gradiyentini yanlarındaki nok-
tada hesaplayınız.

(a) f(x, y) = x2 − y2 + xy, g(x) = x2, (1,−3)

(b) f(x, y) = x2y − xy2 + 3xy, g(x) = 1− x− x2, (−1, 3)

(c) f(x, y, z) = x2 − y2 + 2z2 − xyz, g(x) = x2 + x− 1, (1, 1,−1)

(d) f(x, y, z) = x2yz + xy2z + xyz2, g(x) = 2x4 + 3x2 + 7x− 1, (−1, 4, 3)

13 Çok Değişkenli Fonksyonlarda Maksimum ve Minimum

96. Aşağıdaki fonksiyonların kritik noktalarını bulunuz ve cinslerini belirleyiniz.

(a) f(x, y) = x4 + y3 + 32x− 9y

(b) f(x, y) = 9− 2x+ 4y − x2 − 4y2

(c) f(x, y) = x4 + y4 + 4x− 32y − 7
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(d) f(x, y) = x3 + 3x2 − 2xy + 5y2 − 4y3

(e) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

(f) f(x, y) = xy (1− x2 − y2)

(g) f(x, y) = (2x− x2) (2y − y2)

(h) f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1

(i) f(x, y) = x3 + y2 − 3x+ 4

(j) f(x, y) = x3 − 3xy + y3 + 3

(k) f(x, y) = 3x2y + y3 − 6xy + 6

(l) f(x, y) = y
√
x− y2 − x+ 6y − 6

(m) f(x, y) = yex − y

(n) f(x, y) = x3 + 6x2 + 3y2 − 12xy + 9x

(o) f(x, y) = e4y−x2−y2

(p) f(x, y) = 10x2y − 5x2 − 4y2 − x4 − 2y4

(q) f(x, y) = 2x3 − 6xy + y2

(r) f(x, y) = 4x2 − 4xy + 2y2 + 10x− 6y

(s) f(x, y) = x3 + y3 − 3x− 12y + 1

(t) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3ax− 36y

14 Yan Şartlı Maksimum ve Minimum

97. Aşağıda yan şartı ile verilen fonksiyonların maksimum ve minimum değğerlerini bulunuz,

(a) f(x, y) = x2 − 3y2 + xy, g(x, y) = x+ 3y − 2 = 0

(b) f(x, y) = 2xy2 + 3xy − y3, g(x, y) = 2x− 3y + 4 = 0

(c) f(x, y) = x2 + xy2 + 3xy, g(x, y) = −2x− 2y + 5 = 0

(d) f(x, y) = x3 + 3x2y + 3xy2 + y, g(x, y) = 5x− 8y + 4 = 0

(e) f(x, y) = x2 + y2 + 5xy + x− y, g(x, y) = 2x− 3y + 6 = 0

(f) f(x, y) =
√

x2 + y2, g(x, y) = x+ y − 1 = 0

(g) f(x, y) = xy, g(x, y) = x2

a2
+ y2

b2
− 1 = 0

(h) f(x, y, z) = x− y + z, g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 9 = 0

(i) f(x, y, z) = 3x− y + 2z, g(x, y, z) = x2 + y2

4
+ z2

3
− 1 = 0

(j) f(x, y, z) = xyz, g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0

(k) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3, g(x, y, z) = x+ y + z − 1 = 0

98. Aşağıdaki noktaların yanlarındaki yüzeylere olan en kısa uzaklıklarını bulunuz.

(a) (2, 1,−1), x+ y − z = 1

(b) (1, 2, 3), x− y + z = 4

(c) (0, 0, 0), z2 = xy + 1

(d) (0, 0, 0), x2y2z = 1

(e) (2, 1− 3), x2 + y2 + z2 = 1

(f) (−1, 2, 2), x2 = y2 + z2
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15 Kapalı Bölgelerde Mutlak Maksimum ve Mutlak Mini-

mum

99. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarında verilen B bölgesindeki mutlak maksimum ve mutlak minimum
değerlerini bulunuz.

(a) f(x, y) = 48xy − 32x3 − 24y2, B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}
(b) f(x, y) = 4x− 8xy + 2y + 1, B = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ 1− x}
(c) f(x, y) = xy(108− 2x− 2y), B = {(x, y) : x+ y ≤ 54, x ≥ 0, y ≥ 0}
(d) f(x, y) = x2 + y2 + x2y + 4. B = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}

(e) f(x, y) = 2xy − (1− x2 − y2)
3/2

, B = ((x, y) : x2 + y2 ≤ 1)

(f) f(x, y) = 1 + xy − x− y,B, y = z3 ve y = 4 ile sınırlı bölge

(g) f(x, y) = 2x2 − xy + 3y2 + x− y,B;x = y2 ve x = 1 ile sınırlı bölge

(h) f(x, y) = x2(y + 1)− 2y,B =
{
(x, y) :

√
1 + x2 ≤ y ≤ 2

)
16 Lagrange Çarpanlar Yöntemi

100. Aşağıdaki fonksiyonların yanlarında yazılı yan şartlar altındaki maksimum ve mutlak minimum değerlerini
bulunuz.

(a) f(x, y) = x2 + y2, xy = 1

(b) f(x, y) = 4x+ 6y, x2 + y2 = 13

(c) f(x, y) = x2 + y2, x4 + y4 = 1

(d) f(x, y) = xy · x2 + 3y2 = 6

(e) f(x, y) = (x+ y)c−x2−y2 , 2x+ y = 0

(f) f(x, y) = x2 + y2 + yy
2
+ 1, 4x2 + y2 = 1

(g) f(x, y) = 2x2 + y2, x4 − x2 + y2 − 5 = 0

(h) f(x, y) = 4x2 + y2 − 2x− 4y + 1, 4x2 + y2 − 1 = 0

(i) f(x, y, z) = x+ y2 + 2z, 4x2 + 9y2 − 36z2 = 36

(j) f(x, y, z) = x− 2y + 2z, x2 + y2 + z2 = 9

(k) f(x, y, z) = x2 + y2 − z2, x+ 3y − 2z = 4

(l) f(x, y, z) = xy2z2, x+ y + z = 12

(m) f(x, y, z) = 8x− 4z, x2 + 10y2 + z2 = 5

(n) f(x, y, z) = x2y2z2, x2 + y2 + z2 = 1

(o) f(x, y, z) = xyz, x+ y + z = a, a > 0 sabit

(p) f(x, y, z) = x4 + y4 + z4, x2 + y2 + z2 = 1

(q) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2,
π
2
2

a2
+ y2

y2
+ z2

c2
= 1 (a > b > c > 0)

(r) f(x, y, z) = xy2z3, x+ y + z = 6, x > 0, y > 0, z > 0

(s) f (x1, x2, · · · , xn) = xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
n, x1 + x2 + · · ·+ xn = a(p > 1,⇔> 1)

(t) f (x1, x2, · · · , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn, x
2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1 (σ1 > 0)
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(u) f(x, y, z) = xyz, x+ y + z = 40 ve x+ y = z

(v) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, x+ 2y + 3z = 6 ve x+ 3y + 9z = 9

(w) f(x, y, z) = x+ y + z, x2 − y2 = 1 ve 2x+ z = 1

(x) f(x, y, z) = 3x+ 3y + 8z, x2 + z2 = 1 ve y2 + z2 = 1

101. x4 + y4 + z4 = 1 yüzeyi üzerinde (0, 0, 0) noktasına en yakın ve en noktalarını bulunuz.

102. z2

y
+ y2

16
+ a2

16
= 1 elipsoidi içerisine yerleştirilen en büyük hacimli dikdörtgenler prizmasının hacmini

bulunuz.
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