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MAT2012 ANALIZ IV DERSI ARA SINAV HAZIRLIK

1 Cok Degiskenli Fonksiyonlar

1. Asagidaki foonksiyonlarin tanim kiimelerini bulunuz.

(a) 2= /1— (22 +y?) ) flz,y) = V1+z—y?
(b) z=1-/1—(z—y)? (p) fz,y)=/(z—-1)(y+3)
(c) z = arcsin § + /7y, (q) f(z,y) =In(zIn(y — z))
(d) 2=vV1—22+ /1 -2 (r) f(x,y) =+ysinz

() ==z +y). () flay) = /5

0 2= V@ P =P AP =P =),

(g) z = arcsinx + arccos y, (t) flz,y) = zy

(h) z = +/sin (22 + y?) (u) f(x,y) =z + arccosy

(i) z=Inxy (v) flz,y) = V1-(z—y)?
(j) 2z = arcsin ¥, (w) fz,y) =In(9 — 2% — 9y?)
k) z=+/1—|z—y| (x) f(z,y) = arcsin § + /7y
(1) z = arcsin ™~ (y) f(z,y) = arccos (xzzyz) +In?
(m) 2= 7= (2) flz,y) =/5—3c—2y
() f(z.y) = (5t (aa) f(z,y) = arcsin (252

2. Asagidaki fonksiyonlarin tiim seviye egrilerini bulunuz.

(a) f(z,y) =% -y’ () f(z,y) =227 =y

(b) flo.v) = iz () fla.y) =7 —y+2

(C) f(xvy): —Inz h T _ 22

(@) fley) = o W Je) = 7

(e) flz,y) = Vo +y (i) f(z,y) =2® +4y°

w

. A, (0,0) noktasini bulunduran konveks bir kime ve f de A da tanimh konveks bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde her (z,y) € A igin (—xz,—y) € A ve f(—x,—y) > —f(z,y) oldugunu gosteriniz.

4. A konveks bir kiime, f : A — R bir fonksiyon, £ > 1 tamsay1 ve x1, 2o, -,z € A olsun. Bu takdirde
f nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ay + Ao+ -+ + Ay = 1 Ozelligindeki X\; € [0, 1] igin
fzy +Xozo+ - 4+ Meg) < A f (21) + Aof (x2) + - - - + A f (21) olmasidir, gosteriniz.

ot

. A={(z,y) : z,y > 0} konveks kiimesi {izerinde tanimlanan f(z,y) = In (i) fonksiyonumun konveks

oldugunu gosteriniz.

(=)

. I, I, # 0 herhangi iki aralik olmak tizere I; x I, de tanimli monoton artan we monoton azalan fonksiy-
onun sabit fonksiyon oldugunu gosteriniz.

J

. [:R?* = R, f(z,y) = x — y fonksiyonun monotonlugunu inceleyiniz.



8. k € R olmak iizere f : (1,00) x (1,00) = R, f(z,y) = [In(z + y)]* olarak tamimlansm. k < 0 iken f nin
monoton azalan ve 0 < k < 1 iken f nin monoton artan oldugunu gosteriniz.

9. f:]0,2] x [0,2] - R
(x+1D(y+1) z4+y>2ise
Ty r+y<2ise

f(x,y)z{

olarak tanimlanan fonksiyonun [0, 2] x [0, 2] de monoton artan oldugunu gosteriniz.

10. f:10,2] x [0,2] — R,
0 0<z<1lveO<y<1ise
flz,y)=¢ z—1 1<zx<2vel0<y<1lise
1 0<xr<2vel <y<2ise

olarak tanimlanan fonksiyonun [0, 2] x [0, 2] de monoton oldugunu gosteriniz.

2 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Limit

11. Limit tanimim kullanarak agagidaki limitlerin dogrulugunu gésteriniz.

(a> (“’”’y)li%fl)(s}xy —8rd2y) = -2 (e) (z, y)h—>(0 0)2 % =3
) (zvy)lir(nfl,l) (2% +y* + b = 3y) = =6 (f) (=, yl)la(o 0) s =0
© (mﬁyl)igél,m (1 -2 +4y%) =16 (2) (a:,yl)gzo,o) xyii;yi =0
(d) (m,yl)igh,n (y? + 3zy) = 4 (h) (z,yl)igfo,()) A—2— 2 =2

12. Asagidaki limitlerin olup olmadigini arastiriniz.

44 (1) L 42y

1 L -y
(a) () (0,0) P () 5(0.0)
. xsin%-i—y ] lim —=
®), Jim,, 0 oy 7
2
. z°—x Tyc— . cosz—1—%-
(© ( 1)13%0 0) 3 i%jyéﬂ - (k) ( yl)lgéom T
T,y ) x, B
i (z—y)® ' z—yta’ty®
(d) (=, y%ir%o 0) TV’ <l) <x,ylfi%,o> vty
© ( l)lg%o 0) 5”3394 (m) ( yl)ig}l 2) 43;53’3’
x!y b z7 K
: 2224 3wy +4y> i 24ind
() (x yl)lgéo 0) zngi%yQy (x) (z7y)1_r>r(1477r)$ e
. 24 g2 lim arcsin(zy—2)
(g) (z,yl)li}%(],O)ﬁ © (, y)1—>(2 1) arctan(3zy—6)
h)  lim =2 T )
(b) (00)2(0,0) 5o () @)o00) T

3 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Sureklilik
3. (
(

x,y) # (0,0) i¢in agagidaki sekilde tanimlanan fonksiyonlarin (0, 0) noktasindaki siirekliligini aragtiriniz
f(0,0) =0)

9



in2 in
_ sin*(z+y) () flz,y) == (zy)

(&) f(z,y) |x\+\z| Vot
(b) f(z,y) = zsin 252
s y (h) f(z,y) = m;’fyZ o221’
(C> f(.%, y> - ﬁ . 22 —y2
i) f(z,y) =
(@) flay) = 4 0 1) = oz
sin(z3+y3 1 — 224 1

(e) f($7y) f— ;T—;g) (J) f(l'7y) T~ sm <$2+y2>
(£) flz,y) = —x2+§z+y2 (k) f(z,y) = zyIn (22 + y?)

2(z—2)*(y+3) _

4. f(z,y) = §+ w2 4y? —4z+6y+13 Ex’ y; a 8’ ? olarak tanimlanan fonksiyonun (2, —3) noktasimdaki
r,y)= T

siirekliligini arasgtiriniz.

15. Asagidaki fonksiyonlarin stirekli olduklar: kiimeleri bulunuz.

() f(,y) = In () (1) fle.y) =1 (9 - a® - 9?)
b) J(,9) = 1+ 0= () fl,y) = Va =2+ /y? — 4
(©) fla.y) = /5 () f(e,y) =1+ T= (@ o)
(@) floy) = /5 () f(z,y) = aresin § + /7
(e) f(z,y) =In(zn(y — x)) (j) f(x,y) =x + arccosy

16. f,9:[-1,1] x[-1,1] = R, f(z,y) = (v + y)* ve

_ ) flry) z+y>0
g(x,y)—{ —flz,y) z+y<0

olarak tanimlanan fonksiyonlarin [—1, 1] x [—1, 1] de siirekli olduklarini gésteriniz.

17. Asagidaki fonksiyonlarin siireksiz oldugu noktalar: bulunuz.

e (g y) £ (0,0) o Jam@y) ey >0
wf“”‘{y (2,9) = (0.0) (b) 19) =9, vy — 0

—1/|z—y|
18. f(z,y) = © Ty olarak tanimlanan fonksiyonun R? de siirekli olmasi icin ¢ degerini bu-
c rT=1y

lunuz.

0 (z,y) = (0,0)

20. I = [ay,b1] ve Iy = [ag, bs] olmak tizere f : I; X I — R monoton fonksiyonun sinirh oldugunu gésteriniz.

2y
19. f(z,y) = { zity? (,9) f (0,0) olarak tanimlanan fonksiyonun dizisel siirekli olmadigini gosteriniz.

21. A C R” sinirh bir kiime olmak iizere f : A — R diizgiin siirekli fonksiyonunun sinirli oldugunu gosteriniz.

22. A, B C R" olmak iizere f : A — B diizgin siirekli olsun. Eger (z,), A da bir Cauchy dizisi ise (f (x,))
nin de B de bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

4 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Kismi Tirev

23. Asagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki noktada birinci mertebeden kismi tiirevlerini, kismi tiirev tanimini
kullanarak bulunuz.



(a) f(z,y) =22+ ay? (1,1) (d) flz,y) =ay* + 2zy°, (2, -2)
(b) f(x,y) :$3y+xy3’<1_ 1) (e) f(x,y, Z) =x2+y22—myz,(1,2,—3)
(C) f(ZL‘, y) =227 — S:L‘y + 4y2a (_17 2) (f) f(x,y, Z) = yz2 + ZL’yZS, (_27 07 1)

24. (z,y) # (0,0) i¢in agagidaki gibi tanimlanan fonksiyonlarin (0,0) noktasinda birinci mertebeden kismi
ttirevlerinin olup olmadigimi aragtirimz. (f(0,0) = 0 dir).

(a) flz,y) = mé”fyz () fla,y) = Siﬁl%ly)

b - %22 3,3

) Jo) = 2 (&) flay) = 24

(©) flz,y) = 7755 4

() fle,y) = (i) f(x.y) = ayln (a? + y?)

2. fay)=1{ Frr BV F OO ok tammlanan fonks 0,0) noktasinda birinci mertebed
. flryy) = 0" (2.y) = (0.0) olarak tanimlanan fonksiyonun (0, 0) noktasinda birinci mertebeden

kismi tiirevlerinin oldugunu, ancak bu noktada stirekli olmadigini gosteriniz.

26. Asagidaki fonksiyonlarin ikinci mertebeden kismi turevlerini bulunuz.

(a) flz,y)=ev (g) f(z,y) = In(sec(z — 2y))
(b) f(z,y) = ze=

y | =z (h) f(z,y) =sin(z —y) — cos(z +y)
(c) f(x,y)zln(ei—i—ey) Y Y Y
(d) f(z,y) = arctan ¥ (i) f(z,y) = tan(zy) + cot(zy)
(e) flz,y) =a%y+ay’ G) flz,y) = a3y + eV’
(f) f(z,y) = arcsin (tan \/;> (k) flz,y) = oy 4 ecosay

27. f(x,y) = x* arctan £ fonksiyonu i¢in f,,(1,1) ve f,,(1,1) tiirevlerini bulunuz.

28. Asagidaki fonksiyonlarin Jakobiyen matrisini bulunuz.

(a) fz,y) = (3z —2y,2%) (i) f(z,y,2) = (sin £, cos Z, tan %)
b x, 2y, xY°, x
e ) (9, 2) = (g — 22,30 202,55")
(@) fla.y) = (ay. 5, 525) () f(z,9,2) = (2,670, In i 4 57+ )
y z 1 T, 2 rH+y+z, 2+ +yd + 23 ayz
(e) flz,y) = (\/z2+y2’ \/x2+y2> (Iil; ;Ex Y ; E +y s y_z) y? yz)
() flx,y) = (sin(2z +y), e " 3 2 ' 2
(g) f(z,y) = (zy,1+ 3z,2z +1°) ) fz,y,2z,w) = (2% — y?, 2> — w?)
(h) f(z,y,2) = (2% — y* + 2%, 2y2) (o) f(x,y,z,w) = (sin(xy), cos(yz), tan(zw), sec(wx))
f

(p) flz,y,z,w) = <2xw 3yz?, Zx + 3yztw,x + 2y — 3z + 4w>

29. Asagidaki fonksiyonlar i¢in Euler teoreminin gergeklendigini gosteriniz.



30.

31.

32.

33.

34.

35.

(a) flz,y) = 222 — 3zy + 5y° (£) f(z,y,2) = 3a2y2® + 1325 — By
((]Z; ﬁi: Zy/; z 5;3; K (g) f(z,y,2z,w) =zyzw + 222 — yPw?
(d) flz,y) = ﬁi;gi (h) f(z,y,z,w) = 2* — 322 + yzw + zyz
(e) f(z,y,z) =a®+y> — 223 (0) f(z,y, 2 w) = ey?w + 22* + w

Asagidaki fonksiyonlarin monotonlugunu inceleyiniz.

(@) f:[0,1] x[1,2] = R, f(z,y) =2®> +y* + 32 + 2y

(b) f:[-1,0] x [-2,0] = R, f(z,y) = /2% + 32

(c) f:10,2] x [-1,3] = R, f(x,y) = —22* — 3y* — bay + 1
(d) f:[-1,0] x [=3,=1] = R, f(x,y) = 2% + 229> + 22y

5 Diferansiyel, Diferansiyellenebilirlik ve Teget Diizlem

(z,y) # (0,0) i¢in agagidaki fonksiyonlarin (0, 0) noktasinda diferensiyellenebilir olup olmadigini aragtiriniz
(f(0,0) =0) dur.
22 sin?(z
(a) flz.y) = % (h) f(x,y) = S0
. I‘2—’y2 .
(b) fl2,y) = 2yimrye (i) flo.y) = 22
(c) flz,y) =In(2?+y?)
g . a2y
(d) flz,y) = xﬁkgﬂ () flz.y) = ot 4y?
() flx,y) = 7 (k) f(z,y) = |y|In(l + z)
I2 2
(1) flay) = 2L 1) Fle.y) = ayin (a2 + 47
(8) flz,y)= ;eryQ (m) f(z,y) = |y|*sinz(a € R)

(a) flz,y) =yvz, (41) (e) f(z,y) =2 —3siny,(1,0)

(b> f(xay> :Sb'y—?)l'Q, 172) " _ 3z42y

(C) f(x,y):\?’/@,(o,()) (f) f( 7y)* T—y 7<271)

(d) f(z,y) = +/|zyl.(0,0) (g) f(z,y) = |z|sin(2? +y*),(0,0)

f(z,y) = v/22% + 3y? fonksiyonunun (0, 0) noktasinda siirekli oldugunu, ancak bu noktada diferensiyel-

lenemedigini gosteriniz.

(2002 2 o 1
[y, 2) = (" +y +Z>Sm(\/m
aragtirmmz (f(0,0,0) = 0 dir ).

> fonksiyonun (0, 0,0) noktasindaki diferensiyellenebilirligini

Agagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki degerler igin A f ve df degerlerini hesaplayiniz.

(a) f([[‘, y) - 2$2y + Sny - 5‘%‘7 (.To, yO) = (_17 2>’ dx = O2a dy = —0.01
(b) f(x, y) = 2? + y2 — 3z + 5y - 27 ('1707 y()) = (27 _3>7 dr = 0037 dy =—0.0



(c) f(z,y,2) =2%+y*+ 2% + 2y=z, (20, Y0, 20) = (1,2,3),dxr = 0.01,dy = 002 dz = —0.03
(d) f(z,y,2,w) = z*y*—22w?, (xo, Yo, 20, wo) = (2,4,2,1),dz = 0.02,dy = —0.1. dz = 0.2, dw = —0.03

36. Asagidaki ifadelerin yaklagik degerini hesaplayiniz.

(a) /(18.03)% + (23.98)2 (f) (1.98)3./(3.01)% + (3.97]2
(b) (5.2)* + (12.1)° .

(¢) (6.04) - (3.1) - (2.96) (8) s tioone

(d) sin91 + cos 178

(e) /B8P +2@21) () In ({08027 )

37. Asagidaki ifadelerin (varsa) hangi f fonksiyonunun tam diferensiyeli oldugunu bulunuz.
(a) (22 + 2xy — y?) dw + (2% — 22y — y?) dy

(b) (e*¥ — by3e”) dx + (2ze® — 15y%e”) dy

(c) (2zcosy — y*sinz)dr + (2ycosz — x?siny) dy

(d) e*(eY(zr —y+2)+y)de+ e (eY(x —y)+1)dy

)
)
)
) e

(e) (ie%— )dx—i—( “Zev + 1 )dy

(172+233y+5y )d:c+(a: —2xy+y )dy
(w+y)

dr —

Yy
22 4y2 22 +y dy

)
)
) ydr—xdy
312 —2xy+3y2
) ze¥dr + ye*dy
) (6x + by)dx + (5 + 6y)dy
(k) (1+ 2zy + Inz)dr + 2*dy
) (122%y + %) dr + <4m3 — z—”;) dy
) (23 + dxy) dw + (doy — v3) dy
) Zdr + (y* + arctan z) dy
) (VE+ e + 72 dy
zdr+ydy rdy—ydx
) g T

2z(1—e¥)
(1+x2)? d:E + l—l-at2

dy
2z sinydz + (y + 2% cosy) dy
arciinydx + Inz dy

)

)

) Vv

) (z+vr+y)de+ (y+ Vo +y)dy

(w) (2zy* + 3y cos3z) dzx + (22*y + sin 3z) dy

(v) (6zy — y*) dz + (2ze¥ — %) dy
) (2% + 2zy + y?) dx + (2% + 22y + y*) dy
) yzdr + zzdy + (xy + 22)dz
)
)

(2% — 3y) dr + (12y* — 3x) dy + 3z2%dz



(aa) (2xyz+%)dx+( Z——)dy+ (x y— 5+ )dz
(ab) (2zy + 22 + yz) dr + (2% + 2yz + x2) dy + (y* + 222 + xy) dz
(ac) 2 2+22 dr + 2 2+22 dy — xzyzzizz dz

)

(ad) 92 cos zdx + 2wy cos zdy — xy? sin zdz

38. Asagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki kismi diferansiyel denklemleri saglayip saglamadigini aragtiriniz.

(a) f(z,y) =e""(@+y), fow = 2fay + fyy =0
(b) f(z,y) = yarctanm Loy fy = y%
(¢) f(x,y) = cosh (%) + tan (%) . afe+yfy=0veyfy, +afo, +f =0
(d) fz,y) = sin(z +y) + cos(z = y), fax = fyy = 0
() flz,y)=Invz*>+y> afi+yf,=1
(f) flz,y) =a*y*arcsin? af, +yf, —6f =0
(8) f(z,y) =aytani afs +yf, —2f =0
(h) f(z,y) = wcos ¥+ tan ¥, 2° fop + 22y fo, + y* fyy =
(1) f(z,y) = ve¥ +ye®, foue + fyyy — Tfayy — Yfray =0
39. Asagidaki fonksiyonlarin harmonik oldugunu (Laplace denklemini sagladigini) gosteriniz (a,b € R).
(a) fz,y) =2y’ () f(z.y) =In((z —a)*+ (y - b))
(b) f(z,y) = 2° = 3ay” (8) f(w,9,2) = (@ +y? + 207
(c) flz,y) = e cosy (h) f(z,y) = e*(zcosy — ysiny)
(d) f(z,y) =e "cosy —e Ycosx
(e) f(z,y,2) = zarctan (i) flz,y)=In (\/mzl—ﬂ,z>

40. Asagidaki fonksiyonlarin dalga denklemini sagladigini gosteriniz (a, k € R).

(a) f(z,y) = sin(kz)sin(aky) (c) flz,y) = (z —ay)® + (z + ay)°
(b) flz,y) = o= (d) f(z,y) =sin(z — ay) + In(z + ay)

n

41. f(z,y,2) = (%) olarak tammlanan fonksiyonun zf, + yf, + 2f. = 0 ve 2% for + V2 fyy + 2°f22 +

22y foy + 222 f1. + 2y2 f. = 0 kismi diferensiyel denklemleri sagladigini gosteriniz.

42. z = f(z,y) fonksiyonu yardimiyla verilen asagida yiizeylere, yanlarmdas noktadan ¢izilen teget diizlem
denklemini bulunuz.

(a) f(z,y) = 2* + zy, (20, 50) = (—1,1)

(b) f(z,y) =2z +y* — 2y, (20, 30) = (—2,1)

(c) flz,y) =2+ 2zy?, (0, y0) = (—1,-2)

(d) f(z,y) = (296—31/) —cos(2z +3y), (2o,y0) = (7/2,7/3)
(e) f(z,y) = ze?, (x0,y0) = (1,0)

() fz,y) =" (z0,50) = (=1,1)

(&) flz,y) =zlny, (o, 40) = (4,1)

43. Asagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki noktada lineerizasyonunu bulunuz.

vd



45.

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

52.

) f(x,y) = 2% + 3wy — %, (20, %0) = (1, 1)
) f(z,y) = e, (z0,90) = (1,3)
(¢) flz,y) = (2 +y°), (x0,90) = (V2,V/3)
) [z, y) = cos(2x — 3y) + sin(2z + 3y) (zo, yo) = (7/2,7/3)
) flz,y)

(a) f(z,y) =esiny (e) f(z,y) =2y +3y—2,(1,-2)
(b) f(z,y) =sinzcosy, (0,0) (f) flz,y) =e**v,(1,-2)

(c) f(z,y) = cos(z —y),(m,0) (&) f(z,y) =Inv2?+y? (3.4
(d) flz,y) = 2%y, (1,-2) (h) f(z,y) = arctan(zy), (1,1)

6 Zincir Kurali

Asgagidaki fonksiyonlarin yanlarinda belirtilen kismi tiirevlerini hesaplayiniz.

(a) f(y1,2) = 207 + 13, (@, y, 2) = 22 + 2 + 22 (2, 2) = y22 +wy?, 3L, 9L 9L

(b) f (y1,42) = cos (yF +43) , y1(,y, 2) = sin®(wyz), ya(w,y, 2) = 209® + yz° — w2? GL, 5L OL.
(€) f(y1,y2) = cosy? +sinys, yi(z,y) = 2% + % yo(z,y) = tan(z + y), %, g—;.

(A) fy) =vhy(ry2) =a+az+y?, 5 9 8L

(e) f (y1,92) = yi cosya,n(,y) = 2+, ya(,y) = wsecy, 3, .

g tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak iizere z — az — g(y — bz) = 0 denklemiyle verilen z = f(x,y)
fonksiyonunun az, + bz, = 1 kismi diferensiyel denklemi gercekledigini gosteriniz.

3

2° — 2z —y = 0 denklemiyle verilen z = f(x,y) fonksiyonu i¢in z,, = — 32% 4

(322—2)°

oldugunu gosteriniz.

f ve g ikinci mertebeye kadar tiirevlenebilen tek degiskenli fonksiyonlar olmak iizere F'(z,y) = f(y +
ax) + g(y — az) olarak tanimlanan fonksiyonun dalga denklemini gercekledigini gosteriniz.

z = f(z,y),x = u+ v ve y = u — v olarak tanmlanan fonksiyon icin % g; + ay = 0 oldugunu
gosteriniz.

2
z = f(z,y),x = uwcoshv,y = usinhv fonksiyonu igin (%)2 — % (%)2 = (%)2— (%) oldugunu
gosteriniz.
f(z,y),z = ucosv ve y = usinv olarak tammlanan fonksiyon i¢in f,., + f.. = 0 Laplace denkleminin

fau + = fo + =5 foo = 0 denklemine indirgendigini gosteriniz.
Asagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki kismi diferansiyel denklemi saglayip saglamadigini arastiriniz.

(a) z = f(zy), 2200 — YZyy + (- y)zxy +2;— 2 =0
(b) z= f(z+ay) +g(z —ay), 2y — a2z =0

z
Yy

(C> f(x,y,z):(i) ,inx—l—yfy+sz:O



23.

o4.

25.

26.

57.

28.
59.

g, Laplace denklemini saglayan ve ikinci mertebeye kadar tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak iizere

fly) =g

g, h ve k ikinci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar olmak iizere, zincir kuralini kullanarak asagidaki
fonksiyonlarin yanlarindaki kismi diferansiyel denklemi gercekledigini gosteriniz.

ﬁ, ﬁ olarak tanimlanan fonksiyonun Laplace denklemini sagladigini gosteriniz.

(a) f(z,y) =siny+ g(sinz —siny), cosyf, + cosz f, = cosz cosy

(b) flz,y) =zy+ag (L), afe+yfy—ay=Ff

(c) flz,y) = (y), 82 fow + 20 foy + Y2 fyy =

(d) flz,y) = g( y),rfe —2yfy =0

(e) f(x,y) = g(zy) ny + h(xy), 2* for — 20y foy + Y fyy + 2fe +yfy =0
(F) flz,y) =yg(a® —y?), 2+ L= 4

(8) f(z,y) =g(zy),xfe —yf, =0

(h) f(z,y) = g<y m) rfe+yfy =0

(i) f(x,y) =€ cos(g(y)), fyy + 2 + Lz =0

G) fley)=a"g (%), zfe+yfy=nf

(k) flz,y) =g (@ +v°),afy —yfa =0

() flz,y) =yg(@®—y?), L+ —L =0

(m) f(z,y) =gz —y,y—x), fo + f, =0

m) fz,y) =g @ —y*y* —2*),yfe +2f, =0

(0) f(z,y) = g(22° +3y*) ,yfo —2?f, =0

(p) f(z,y) = g(rcosf,rsind), frr+ ~fr + Tzfeo =0(foe+ fyy =0 ise)
(@) flz,y) = g(z +ay) + h(z — ay), for — 32fyy =0

(r) f(z,y) =xg9(z +y) +yh(x +y), for — 2fey + fuy =0

(s) f(z,y,2) = g(z,y) + h(y, 2) + k(z, 2), fuy. =0

(t) flz,y,2) =g (&) +h(Y),afe+yfy—f =0

w = f(r —y,y — 2,z — x) olarak tanimlanan fonksiyonun w, + w, + w, = 0 kismi diferensiyel denklemi
gercgekledigini gosteriniz.

Asagidaki f ve g fonksiyonlar1 ve Fy noktasi i¢in g o f bilegske fonksiyonunun F, daki diferensiyelini
hesaplayiniz.

(a) f(z,y) = (32%y, —2xy%),g(z,y) = (2 — y?,2° + 3y*) , Py = (1, —1)

(b) flz,y) = (2%, 3z — 4y*) , g(x,y) = (2%, —xy?,22%y) , Py = (3,2)

(c) flz, ) (2%, =22y, 2> + %), g(v,y,2) = (2 + y* — 2%, 2y2) , By = (0, —4)
(d) f(z,y,2) = (zyz,32y,4%2) , g(x,y, 2) = (2, 2°yz, —2y?2*) , Py = (2,3, 1)

z+y _ o(u
.y V€ U = arctanz + arctany fonksiyonlar: icin a(

xy # 1 olmak tlizere u = degerml hesaplayiniz.

_ — .2 2 2 _ .3 : i OTy,z) 3o s
r=u—v+w,y=u —v —w ve z=u’>+ v fonksiyonlar: i¢in Buvv) degerini hesaplayimiz.

F(z,y) = 0 kapali denklemiyle verilen y = f(z) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevinin
FmFy2 —2F,, F,F,+ F,,F?
Ey

/"

y =-

oldugunu gosteriniz.



7 Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Taylor Seri Acilimi

60. Asagidaki fonksiyonlar: yanlarinda belirtilen noktada Taylor serisine aginiz.

(a) fla,y) =%y +3y—2,(1,1) (k) f(x,y) = cos(z —y), (7, 0)

(b) flz,y) = 2+ xy? — a2y, (3, —1) (1) f(z,y) =sinzcosy, (0,7)

(c) flz,y) = (z+y)*(0,0) (m) f(z,y) = sin (22 + y2) , (0, /7)

(d) fla,y) =25,(1,1) (n) f(z,y) = tan(z +y) — sec(z — y), (7, —)

(e) flz,y) =%y +3zy? (1,-2) (o) f(z,y) = sin(xy) + cos(zy), (0,0)

() f(z.y) = mgp, (0,0) (p) flz,y) = sinh 2z + cosh 3y, (In2,In 3)

(g) flz,y) =e**v (1,-2) (@) flz,y) = In/22 ¢, (=3, —4)

(h) f(z,y) = e cosy, (1,0) (r) f(z,y) = In(sec(x + 2y)), (7, 7/2)

(i) flz,y) = e H,(0,-1) (s) f(z,y) = cos(2z — 3y) + sin(2r +
() f(z,y) = e"siny, (1,0) 3y), (1/2,=7/3)

8 Hessian Form ve Hessian Matris

61. Asagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki noktada Hessian formunu ve Hessian matrisini bulunuz.

(a) f(way): — P+ 5a?y, (=2, 1)

(b) f(w.y) = 7%, (=1,3)

(c) flz,y) =2 +y? (=3,4)

(d) f(z,y) = arctan ¥, (1,1)

(e) f(z,y) = sin(z +y), (7, 0)

) f(z,y,2) =2 +y*+ 2% (1,1,2)

(8) flx,y,2) = === (1,1,1)

(h) f(z,y,2) = a'yz —yz°,(=2,3,-1)

(i) f (w1, m9, 73, 74) = TIwaw3 — To2323, (2, —3,1,1)

(G) f(z1, 79,23, 74) = 23 — 222 + 322 + 422 — wywox374, (—1,2,—1,1)

(k) f(z1, 79,13, T4, 75) = 11 — 225 + 3735 — 42205 + draryxs, (—1,2,4,3,1)
() f (w1, 9, 73,4, T5,76) = T3 + a3 + 23 — 305 + 223 + 22 + 1120973 — T47576 (1,2,—1,0,1,3)

9 Kapali Fonksiyon Teoremleri

62. Asagida F(x,y) = 0 denklemiyle verilen y = f(x) kapali fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden
tiirevlerini hesaplayiniz.

(a) Flz,y) =2 +y* = 3ay+1=0

(b) F(z,y) =2’y —zy*+3axy —4doz+5y—1=0
(c) Flz,y) =2+ a2y’ +3zy — 4o +5y —2=0
(d) Flz,y)=2*+ 3> —2y* + 52 —2y+3=0
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(e) F(ZL’,y) - % =0

(f) F(r,y) =In (g) +er=0

(2) F(r,y) = sin(z +y) +cos(z —y) =0

(h) F(x,y) = sec(x® + y?) + tan (y* — 2?) =0

63. Asagida F(z,y,z) = 0 denklemiyle verilen z = f(z,y) kapali fonksiyonunun birinci mertebeden kismi
tiirevlerini hesaplayiniz.

(a) F(z,y,2) =2 +y* — 22 +bzyz2—3=0

(b) F(x,y,2) = 2*yz + ay*z + 2yz? — 1 =10

(¢) F(x,y,z) =sin(yz) + cos(zz) + tan(zy) — 1 =0
(d) F(o,y,2) = ===~ 1=0

N
(e) Flz,y,2) =22+ 9>+ 22+1=0

64. Asagida F(z,y,z) = 0 deklemiyle verilen z = f(z,y) kapah fonksiyonun yanlarindaki Py noktasimdaki
ikinci mertebeden kismi tiirevlerini hesaplayiniz.

(a) F(a,y,2) =202 +2y* +22*—2=0,P = (\%,\%,\%)

(b) F(z,y,2) =y —xz+ cos(zyz) —3=10,F, = (1,0, —-2)

(¢) F(z,y,2) =sin (:1: +y) +sin(y + z) + cos(z +2) =1 =0, Py = (7, —7,7)

(d) F(z,y,2) =2+ +;—3=0,P0:(1,—1,1)
x = x(y,2),y = y(z,z) ve z = z(x,y) olmak Uzere F(z,y,z) = 0 denklemiyle verilen fonksiyonun
g—;%% = —1 kismi diferansiyel denklemini gergekledigini gdsteriniz.

op 2.
66. F(x,y) = 0 denklemiyle verilen y = f(x) fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevinin y”(z) = — By loam2Faly Pyt ls

E2
Yy
oldugunu gosteriniz.

67. f:R* = R? f(z,y,u,v) = (u> + 2v + y, yu + v — ) olarak tanimlanan fonksiyon i¢in F(z,y,u,v) = 0
denklem sisteminden hangi sartlar altinda wu, v nin x,y cinsinden ¢oziiliip ¢oziillemeyecegini aragtiriniz.

ggf kismi tiirevlerini bulunuz.
1

68. Asagidaki denklem sistemlerinin

(a) 2 + 22 —wui =0
TiUs — Touy; = 0

(b) 201 — 4xo + QU%UQ +1=0
—x1 + 3Ty + U2 — ugug = 0

(©) 2?2 — 23+ 2uguy = 0
—2x1x9 +ul +ui =0

(d) 2 —ri4ui—ui=0
T1XoU Uy = 4

2 2 2 _
1T + ui — 2uguz = 0
() X =1 —x3ug+ui —u; =0
T1T9 — ugugui — 2 =0

69. Asagidaki denklem sistemlerine yanlarindaki noktada kapali fonksiyon teoremini uygulayiniz ve kismi
tiirevlerini hesaplayiniz.

11



70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Py=(1,-1,1,1)

2zy + 4% —2u +3ut +8 =0

4y + o> u—v —3=0

S5a? —uvy? + 303 +4 =0 Po=(1,-2,31)

xy? +93zu+yv —3—0

yzud + 2zv — —-2=0 Py=(11,1,11)

OR G -

{x—y —ut+ v +4=0 Py =(2,-1,2,1)
o

o

10 Ters Fonksiyon Teoremi

B x—I—ZxQSin% x#0
f(x)_{ 0 =0

olarak tanimlanan fonksiyonun zy = 0 noktasinin bir komgulugunda tersinin olup olmadigini arastiriniz.

u =2z + 3yz,v = x + x?yz,w = 3z + 2y — 5z denklem sisteminin P, = (0,0,0) noktasinin uygun bir
komgulugunda x, y, z ninu, v ve w cinsinden ¢oziiliip ¢oziilemeyecegini arastiriniz.

A C R” acik bir kiime, f : A — R" birebir, stirekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyonu olsun.
det(Df(z)) # 0ise f~': f(A) — A ters fonksiyonunun da diferansiyellenebilir oldugunu gosteriniz.

i = 1,2 i¢in a;,b;,¢; € R olmak iizere f : R* — R?,  f(z,y) = (ax1+ bre | +c1,axs + by + 3 )
olarak tamimlanan fonksiyonunun tersinin olup olmadigini arastiriniz ve tersinin oldugu noktalardaki
tirevlerini hesaplayiniz.

flz,y) = <z;fy2, zz;y ) fonksiyonunun (—1, 1) noktasinin uygun bir komgulugunda ters fonksiyonunun

olup olmadigini aragtiriniz.

Asagidaki denklem sistemlerinin hangi kogullar altinda tersinin oldugunu belirleyiniz ve bu kogullardaki
kismi tiirevlerini hesaplayiniz.

(@) { 0= 22 + 22179 + 23 Y1 =21+ To + 23
Yo = 2t — 73 (b) § Y2 =i+ a5+ a3

Yz = mi{’ + :U% + xg

3x —cosy+y+e*=0 . .. . .. o
et —ytrtl=0 denklem sisteminin (0, 0) noktasi civarinda tersinin olup olmadigimi arastiriniz,
tersi varsa bu noktadaki kismi tiirevlerini hesaplayiniz.

11 Yonlu Turev

Agagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki noktada ve vektor yoniindeki yonlii tiirevini hesaplayimiz.

(a) f(z,y) =z +ay, P =(0,0),u= (2, %)

(b) fla,y) =a® =2y +y*, Py=(21)u=(F o)
() f(z,y) =ay+6x—3, Py=(1,2),u=(1,-3)

(d) f(x,y) =a*+ 2zy* + Szy, Py = (—1,3),u = (—1,2)
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78.

79.

80.

81.

82.
83.
84.

) f(z,y) =arctan ¥, Fy=(1,1),u=(-2,4)

) f(z,y,2) = 2%yz + 2’z + 2y, Py = (1, —1,2),u = (—3,4,2)

) fz,y,2) =y? — 2z + 2xyz, Py = (1,3, —2),u = (\’/—%,O, \%)

h) f(z,y,2) =sin(2e — 3y +4z2), Fy=(n/2,—7/3,7/4),u = (—1,3,5)
) flz,y, z,w) = 22 + y? — 22 + w? + wyzw, Py = (—1,2,1,3),u = (3,1,4, —2)
) fl@,y,z,w) = /a2 + 2 + 22 +w?,  Py=(-3,0,4,0),u=(1,1,-2,1)
) fz,y,z,w) =2y + 2w, Py =(1,—-1,-1,1),u = (2,3,-3,1)

Agagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki noktada ve herhangi bir u = (uy,uy) birim vektérii yontindeki
yonli tiirevinin olup olmadigimi aragtirimiz. Ayrica bu fonksiyonlarim (0,0) noktasinda diferensiyel-
lenebilir olup olmadigini arastiriniz.

_ ) L (@y) #£(0,0) O ey = L BV 3 (2,y) #(0,0)
) f(x’y)_{ 0 (x,y)=(0,0) () Jiewy) { 0 (z,) = (0,0)
by (ZE, y) 7& (07 0) Ty
b x, = V 332+y2 T — x2+y (.T, y) 5& (07 0)
o) T { 0 (e,y) = (0,0) (@) flz.y) { 0" (z.y) = (0.0

Asagidaki fonksiyonlarin yanlarindaki noktada ve # yoniindeki yonlii tiirevini bulunuz.

(a) f(z,y) =22y + 3xy® +5x — 4y, Py=(-1,3),0 =n/4

(b) flz,y) =+a2+y? F=(-3,4),0=m/3

(c) flz,y) = %7130 =(2,-5),0 = 2n/3

(d) flz,y) =In(®+¢* +ay), PB=(11),0=nx

(e) f(z,y) =arctany, Fy=(1,-1),0=m/4

(f) f(z,y) =sin(2x — 3y) — cos(—2z + 3y), P = (7/2, —7/3),0 = /2

12 Gradiyent, Diverjans, Rotasynonel

~

= 22y — 223 diir. a) V/, b) ﬁ(ﬁf),c) V x (Vf) i bulunuz.

F=ai+yj+ 2k olmak iizere
(a) VI|f? = 3ri
(b) Vi(r) =10
oldugunu gosteriniz.
Vf= (2xy — 23) i+ 22 — 3222k dir. f yi bulunuz.
U(z,y, z) diferansiye edilebilir bir fonksiyon ise VUdF = dU oldugunu gosteriniz.
F(z,y,2,t) ve x = z(t),y = y(t), z = z(t) arglimanlarinin diferanaiye edilebilir fonksiyonlar ise

dF OF dar
dt ot Vf dt

oldugunu gosteriniz.
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85.

86.
87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

F=xi+yj]+ 2k dur. 62f(7") = de L 4+ 29 oldugunu gosteriniz,

T dr

Ave B irrotasyonel ise A x B nin solenoidal oldugunu goeteriniz:
f(r)7 nin irrotasyonel oldugunu gésteriniz.
@ = (by + c2)i + (ax + ¢2)] + (ax + by)k dur. V x @ = 0 olmasi i¢in a,b ve ¢ nin gerceklemeleri gereken
iligkiyi bulunuz.
Asgagidaki yiizeylerin yanlarinda verilen noktada teget diizlem ve normal denklemlerini bulunuz.
(a) 42® —y? +322—-10=0,(2,-3,1)
(b) z —4z? —9y? =0, (-2, —1,25)
(c) 92% — 4y* — 252% — 40 =0, (4,1, —2)
(d) z—4a* +y*=0,(5,-8,36)
(e) zy+ xz+yz — 323y32* = 0,(1,1,1)
(f) Z‘ y — XY _Z+87(27%7_?3)
u, 22 + y* + 22 = 9 kiiresinin (2,2,1) deki normali olmak iizere f(x,y,z) = 322 — 2y*> + 22 + xyz

fonksiyonunun (2,2, 1) deki u vektorii yoniindeki yonli tiirevini hesaplayimz.

fz,y,2) = 2%y +ex ve g(w,y,2) = 2 + 2y fonksiyonlar igin (2,1,0) noktasinda V(f 4 g) ve V(f - g)
degerlerini hesaplayiniz.

flx,y) = 23 — 22%y + 2y* — 4 ve g(x,y) = arctan ¢ fonksiyonlari i¢in (1,1) noktasinda V(4f + 2g) ve
\Y% <§> degerlerini hesaplayiniz.

f(z,y,2) = 20y°2 + & ve g(x,y,2) = =Tz + y* + 2* fonksiyonlar icin (—1, 2,4) noktasmnda V(f -
9),V (%) ,V(f*),V (g*) ve V(/g) degerlerini hesaplaymiz.

172 —Y

x2 +y2

2

f(z,y) ve g(z, ) fonksiyonlari icin V(f, g) = fz9, — fyg. olarak tanimlansin. Buna gore f(z,y) =
ve g(x,y) = = = fonksiyonlar igin V(f,g) degerini hesaplayiniz.

Asagida verilen f ve g fonksiyonlar: icin A = gof bilegske fonksiyonunun gradiyentini yanlarindaki nok-
tada hesaplayimiz.

(@) fz,y) =a*—y* + 2y, g(x) = 2%, (1,-3)

(b) f(z,y) = 2%y —xy* + 3wy, g(z) = 1 —x —a? (-1,3)

(¢) flz,y,2) =a? —y? + 222 —ayz,g(z) =2 + 2 — 1,(1,1,-1)

(d) f(z,y,2) = 2%yz + 2’2 + 2y2?, g(z) = 221 + 322 + 7o — 1,(—1,4,3)

13 Cok Degiskenli Fonksyonlarda Maksimum ve Minimum

Asagidaki fonksiyonlarin kritik noktalarimi bulunuz ve cinslerini belirleyiniz.

(a) flz,y) =a*+y*>+ 322 — 9y
(b) fz,y) =9 — 2z + 4y — 2* — 4y
(c) f(x,y):x4+y4+4x—32y—7
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(d) f(z,y) =2°+ 32° — 22y + 5y° — 4y
() f(z,y) =12+ 3xy?® — 152 — 12y

(£) flo,y) =zy (1 —a* —y?)

(g) flz,y) = (2 —2?) (2y — ¢*)

(h) f(x,y) =2t +y* —day + 1

(i) flz,y) =2+ y*—3z+4

() flz,y) =2 =32y +y° +3

(k) f(z,y) =32y +y* — 6y +6

D) f(z,y) =y —y* —x+6y—6
(m) f(z,y) =ye” —y

(n) f(z,y) =2 + 622 + 3y? — 122y + 9
(0) f(z,y) = etv="v"

(p) f(z,y) = 102%y — 52 — 4y — z* — 2y*
(@) f(z,y) = 22> — 6y + ¢

(r) f(z,y) = 42 — day + 29> + 10z — Gy
(s) fz,y) =a®+y® -3z — 12y + 1

(t) f(z,y) = 2%+ 2y + y* — 3az — 36y

14 Yan Sartlh Maksimum ve Minimum

97. Asagida yan sarti ile verilen fonksiyonlarin maksimum ve minimum deggerlerini bulunuz,

(a) f(z,y) =2 —=3y*+ay,g9(x,y) =2+3y—2=0

(b) f(z,y) =2zy* + 32y — 3, 9(z,y) =22 — 3y +4 =10

(c) flz,y) = 2* + 2y* + 3wy, g(x,y) = 22 — 2y +5=10
(d) f(z,y) =23+ 32%y + 3zy* + v, g(x,y) =5z — 8y +4 =0
(e) f(x,y)=a*+y*+bey+z—y,g(z,y) =22 —3y+6=0
(f) f(z,y) =22+ % 9(z,y) =x+y—1=0

(e) flz,y) =2y, g(z,y) =% + % —1=0

(h) f(z,y,2)=2—y+z2,9(x,y,2)=2>+1y>+22—-9=0
(i) f(ﬂfa?J,Z)=3$—y+22,g(x,y,z):x2+y§+§_1:0
G) flz,y,2) =ayz,9(x,y,2) =2+ > + 22— 1=0

(k) flz,y,2) =2 +y° + 2% g(x,y,2) =2 +y+2-1=0

98. Asagidaki noktalarin yanlarindaki yiizeylere olan en kisa uzakliklarini bulunuz.

(a) 2,1, -1),z+y—2z=1 (d) (0,0,0),2%y%2 =1
(b) (1,2,3),x —y+2=4 (e) (2,1 =3), 22 +¢y*+22=1
(¢) (0,0,0), 2*>==zy+1 (f) (-1,2,2),2% = y? + 22
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15 Kapali Bolgelerde Mutlak Maksimum ve Mutlak Mini-
mum

99. Asagidaki fonksiyonlarin yanlarinda verilen B bolgesindeki mutlak maksimum ve mutlak minimum
degerlerini bulunuz.

(a) f(z,y) =48xy — 3223 — 249>, B={(z,y): 0< 2 <1,0<y < 1}
(b) flz,y) =do —8xy+2y+1, B={(z,y):2=20,y=>0,y<1l-—uz}
(¢) f(z,y) =2y(108 — 2z —2y), B={(z,y):z+y<54,z>0,y >0}
(d) flz,y) =2 +y* +a?y+4 B={(z,y): |z[ < L[yl <1}

(&) flay) =20y —(1—a? —y)"* B =((z.y) :2” +9* < 1)

) flx,y) =142y —ax—y,B,y=2vey=4ile simirh bolge

(g) flz,y) =22*> —ay+3y> + 2 —y, B;x = y* ve x = 1 ile simirh bolge
(h) f(z,y) =2*(y+1) =2y, B = {(z,y) : V1+ 22 <y <2)

16 Lagrange Carpanlar Yontemi

100. Asagidaki fonksiyonlarin yanlarinda yazili yan sartlar altindaki maksimum ve mutlak minimum degerlerini
bulunuz.

)

)

)
y=azy-2>+3y* =6
)= (@ +y)e ™V 20 +y=0
)=t + P+ ¥+ 14+’ =1
y=222+y2 2t — a2+ —-5=0

y=da? +y? =20 —dy+ 1,422+ 9> —1=0

=+ 9% + 22, 42% + 9y? — 3622 = 36

)

(j Ty, 2)=x—2y+2z x2*+y’+22=9

(k) flx,y,2)=a*+y*—2% x+3y—22=4

() f(z,y,2) =2y?2%, z+y+z=12
(m) f(x,y,2) =8z —4z,2° +10y*> + 22 =5

(n) f(z,y,2) =22y?2% 22 4+y*+22=1

(o) flx,y,2z) =xyz, x+y+z=a,a>0 sabit

(p) flz,y,2) =t +y* +21, 22+ +22=1

(q x,y,z):xQ—i—yQ—i—zQ,%—;—{—z—z—{—ﬁ:l (a>b>c>0)

(v) f(z,y,2) =2y*B 0 4+y+2=06,2>0,y>0,z2>0

(s) flxy, e, - an)=al+ab+--+al vy +a0+-4+x,=alp>1,&>1)
(t) f(z1, @9, ,2n) =z + -+ apy, 23 + 25+ -+ 22 =1(0y > 0)
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z, ,z):xyz,x+y+z:4OVex+y:z

vy, 2) =2 +y P+ 0 +2y+32=6vex+3y+92=9
) =rtyt+zat—y =1ve2x+z=1

,y,2) =3r+3y+8z,12°+ 22 =1vey’ +22=1

101. 2% + y* + 2* = 1 yiizeyi {izerinde (0, 0,0) noktasima en yakin ve en noktalarin bulunuz.

102. % + 31’—2 + % = 1 elipsoidi icerisine yerlestirilen en biiyiik hacimli dikdortgenler prizmasimin hacmini
bulunuz.
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