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1. On Bilgiler

Tanim: Bir X kiimesinden Y kiimesine f fonksiyonu asagidaki kogullar
gergekleyen bir ) # f C X x Y alt kiimesidir:

1.VeeX, JyeY : (z,y) € f ve

2.Vzx € X igin (z,y) € f gercekleyen tek bir y € Y vardir, yani
(z,y) € fA(z,y) € f = (y =) gegerlidir.

Tanimlar: f: X — Y bir fonksiyon olsun.

(a) Yz € X i¢in x in f fonksiyonunun etkisi altindaki goriintiisii ayni
sabit bir yg € Y ise f fonksiyonuna sabit fonksiyon denir. f fonksiy-
onunun sabit bir fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f(X) = {yo}
olmasidir.

(b) X =Y ve Vo € X i¢in f(x) = x ise f fonksiyonuna idantik
fonksiyon denir. Idantik fonksiyon {(z,7) € X x X | # € X} seklinde
aciklanir. X kiimesi lizerinde tanimlanmis idantik fonksiyon Ix seklinde
gosterilecektir.

(c) Eger f(X) =Y ise, f fonksiyonuna, Y kimesi tzerine bir fonksiyon
veya sturjektif fonksiyon denir. Diger bir deyigle, f : X — Y fonksiy-
onunun siirjektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vy € Y nin en azindan
bir x € X in goriintiisii olmasidir.

(d) Herhangi iki z1,22 € X icin x1 # x2 = f(z1) # f(x2) ise
f fonksiyonuna birebir veya injektif fonksiyon denir. f fonksiyonunun
birebir olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, X kiimesinin farkli eleman-
larinim goriintiilerinin farkh olmasidir. Bu da Vy € f(X) in, X kiimesine
ait tek bir elemanin goriintiisii olmasimi gerektirir.

(e) Eger f hem birebir hem de iizerine bir fonksiyon ise, f fonksiy-
onuna bijektif fonksiyon denir.

Tanim.

p > 1 bir reel say1 veya p = oo olsun.

1 1
a) p > 1 bir reel say1 ise, ¢ > 0 ve — + — = 1 ise ¢ say1s1 p sayisimin
P q

eslenigi olarak isimlendirilir.
b) p = 1 saysin eglenigi ¢ = oo dur.
c) p=o00ise ¢ =1 sayws1 p nin eglenigidir.
Eger p > 1 bir reel say1 ve ¢ sayisi p nin eslenigi ise
1 1 1 1 1 p—-1 P
—t-=l-—=l--=>-="— =qg=——
P oq 4. P q P p—1
Young Esitsizligi
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11
p > 1 ve g sayist p nin eslenigi yanip >1.¢g > 1ve —4+— =1 olsun.
p q
Bu durumda a, b > 0 reel sayilar: icin

a? b

ab < —+ —

p q

gegerlidir.

Ispat. a,b > 0, p,g > 1 olsun. Eger a = 0 veya b = 0 ise egitsizligin

dogru oldugu agiktir. a,b > 0 farzedelim.

P e
ab < T4z
p q

ifadesi b%ile boliinirse

pp—a
PO LS ey
p q
elde edilir. = a.b'~7 (z > 0) alalm. Bu durumda 2 = a”.bP~%Polur.
Boylece (*) ifadesi agagidaki formu alir:

P 1
—+-2z
p q

|
f:]0,00) — R fonksiyonu f(z) = T+ = — 2 ile verilsin. (*) ifadesi

p q
V€ [0,00)igin f(z) > 0 a denktir. Ciinkii f () = 2P~ 4+ 1 = 0 dur.
O halde z = 1 de f bir ekstremuma sahiptir. f" (z) = (p —1) 2?2
ve f'(1) =p—1>0yani f, z = 1 de mutlak minimuma sahiptir.

1 1
f(1) = =+ — —1 = 0 oldugundan Vz € [0,00)igin f(x) > 0 dir, yani
. bqp q
— + — > ab gergeklenir.
p q )
Yada {'jzelpolarak x = a.b1-r alinirsa L p
a.bT7 1 N ) R
N s abtr > 0zabirs~ L 2=
1 p q p q p
- =
q p
1 Pbi-pp? B 1 1 1 P
abTrbt < L T e S 1o TRk = bve bRk =1
p 1 q p g ]
. b p p
. _— frg = — prg 1 _— g
verir (1_p+q 1—p+p—1 p—1+p—1 ,1_p+q
—q¢+q=0) :
1 Poi-pbp? bl P1 bl poop
O halde abTrbt < &2 "0 4 7 o qp<c T2y 2 o8 7
o p q [ R
gecerlidir.
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(Yada y sabit olmak iizere ve f : (0,00) — R fonksiyonu f(x) =

yq
il + = — zy ile verilsin.
p

fllx)=aPt—y=0=2=yr = de maksimum veya minimum var.
(x) = (p 1 2P72 > 0 yani ¢ = yr- 71 minimum nokta ¥z > 0 i¢in

f(z) > fyr ) ve dolayisiyla

1 \P
q (ypfl) q 1
fa) =T Ly Lty
p q p q
P
p—1 q 1
_y —|-y——yp71y
p q
=
P q q q 1 1
7+y77xy2y7+y yq—yq(Jr)yq:O
p q p q p q
=
p q
<+ L
p q

esitlik igin gyk =z = yp%l yani oP = yﬁ =y?)

Not: I bir aralik olsun. f : I — R fonksiyonu Vzi,z9 € I, VA €
[0,1] igin f(Axy 4+ (1 — N)z2) < Af (z1) + (1 — A).f (z2) gergekliyorsa
konveks fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger — f konveks ise f konkav
fonksiyon olarak isimlendirilir.

Ayrica f : I — R fonksiyonu iki kez tiirevlenebiliyorsa, f in konveks
olmas i¢in gyk f” > 0 gergeklenmesidir. f(z) = e bu kosulu gergek-
ledigi icin R tzerinde konveks bir fonksiyondur. O halde Vz,y € R,
vt € [0,1] igin

T HIY < f e 4 (1 —t)e?

gecerlidir. Bu bilgiyi kullanarak Young Esitsizligini ispatlayimiz.

Coziim: x =Inad?, y =1Inb? ve t = — alinirsa

1 _1 1 1
eplnap+<l 1) Inbe < Lo <1 B > b
p p

1 _1 1 1
- eplnap (1 )lan <. In aP _’_7€lnb‘1
q

hS

1 1
=a.b< —.a + -
p q
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gergeklenir.
Cauchy Schwarz Esitsizligi
n .
X =(T1,s&n), Y = (Y1, ..., yn) ER™ ve ||x| = <Z \a:z|2> Ok-
i=1

lidyen norm olmak tizere

n n n
i=1 i=1 i=1

gegerlidir.
Ispat. Eger x =0(= (0,...,0)€R") veya y = 0 ise esitsizlik 0 < 0

formunu alir, dolayisiyla dogrudur. O halde (x # 0) A (y#0) durumunu
yani (||x||#£0) A ( |ly||#0) durumunu incelememiz yeterlidir.
z, yeR i¢in 0 < (z — y)* = 22 — 22y + y2 veya denk olarak

2zy < 2+ yz(*)

oldugunu biliyoruz. x ve y keyfi reel sayilar oldugu igin (*) ifadesinde

= il ve y = i alimabilir. Bu her bir 7 € {1,...,n} i¢cin
[l [yl
el lyil _ =il il (55)
IR 2 TR 3 N M
. n
verir. Ama | || Oklidyen normunun tammindan 3 |z;]* = ||x||? ve

i=1
n
> ’%"2 = HyH2 gecerlidir. (xx) ifadesi i ye gore toplamir ve |x;.y;| =
i=1
|z;| |yi| kullanilirsa agagidaki ifade elde edilir:

o lzillysl X2 |2l > lyil 2
i=1 i=1 i=1 _ ]|

=R N 4
Ixllyl = ]2 IylI? [ESIE
yani
n
lexillyil
Zzigl
[l

elde edilir. ||x||#£ 0 A ||y||# 0 oldugundan son ifadenin her iki tarafi
|1x||.||y]l ile carpilirsa gerekli esitsizlik elde edilir.
Minkowski Esitsizligi
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7

n
Her x =(x1,...,2n), Yy = (Y1, ---, Yn) ER™ nokta ¢ifti i¢in ||x|| = <E |ZL‘1|2)
i=1
Oklidyen norm olmak {izere
Ix+yll < x| +llyl

yani

n n n
Z|$i+yi|2 < Z|$i!2+ Z|yz|2
i=1 i=1 i=1

gecerlidir.

Ispat. |x + y|| = 0 ise esitsizligin saglandigi aciktir. O halde ||x + y|| #
0 durumunu incelememiz yeterli olacaktir. z; , y;€R i¢in |x; + y;| <
|zi| + |yi| gegerlidir, dolayisiyla

n n
I+ yl? =" lwi+yil® =D i + il |2 + il
=1 =1

n
< w4 il (|2l + i)
i=1

n n
= lwi+ il sl + D w4 vl il
=1 =1

gecerlidir. Cauchy-Schwarz egitsizliginden

n
D lwi il Jzil < lx+ -]
i=1
ve
n
D olwi il -yl < Ix+yll-lyl
i=1
gecerlidir.

n
e+ yI? <D lzi+ il (il + lwil)
=1
< x+ylllxl+ < llx+ - llyll
= lx+yll (Il +llyl)
=
I + 1> < [l + ylI- (1] + [y 1)

elde edilir, ||x + y| # 0 oldugundan, elde edilen son ifade ||x + y|| ile
boliinebilir. Bu da bizden istenen esitsizligi verir.
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n
Sonug. k€R x = (x1, ..., z,) €ER™ igin ||x|| = <Z |xl2> fonksiy-
i=1
onu ||k.x|| = |k|.||x|| gergekler.
kx| = ||k (x1, ey ) || = || (k.1 ...

>

=1

k2.

= [kl ||

n
Dolayisiyla £€R" i¢in  — ||z|| =,/ (Z |ml|2> ile taniml |||| fonksiyonu
=1
vektor toplam ve reel sayilarla skalerle carpma islemleri araciligiyla be-
lirlenen bir reel lineer vektor uzay1 V {izerinde norm olmak igin gerekli
ti¢ kogulu gergekler. Her bir v€V ye bir reel say1 karg1 getiren v — ||v]|
ile taniml || || fonksiyonunun V {izerinde bir norm olmasi igin gyk her
v,weV ve k € R igin agagidaki aksiyomlarin ger¢eklenmesidir:
(N1) |[v| =0 ve |v|=0<0v=0
(N2) [lv +w]| < lv]| + [[w]|
(N3) [[kvl|| = [K[.[|o]
Holder Esitsizligi
p>1,qg>1ve ;—l—l = 1 olsun. Bu durumda x1, ..., Tn, Y1, ..., Yn = 0

q
reel sayilari igin

> i < (Z <xi>"> p ( <yz->Q> q

=1 =
(Z (& +yi>p> "< (Z <:ci>p> Tt (Z <yi>p> ,,
1=1 =1 =1
gecerlidir.

1
. n n -
Ispat. 1. esitsizlik icin (Z z? ) # 0 ve (Z yr > ’ # 0 durumunu
i=1 i=1

incelemek yeterlidir, aksi durumda esitsizligin dggru oldugu agiktir. 1 <
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T i¢in Young esitsizligini

-
iMs
N
s
v

=]

A? B
AiB; < — .
p q
yani
T Yi <1 ;1 oy
noNE (& G\ Py gr O3y
D D €. y
1 lizerinden toplam alinirsa
n
; TilYi 1 1
<-+-=1

bu da istenen sonucu verir.
1 1 1
n P n P n p
<Z (i +yi)p> < <Z (xi)p> + (Z (yi)p> ?
i=1 i=1 i=1

Bunu ispatlamak i¢in Holder esitsizligini iki kez uygulamaliyiz.

n n n

Z (x; +yi)P < Z (x; + yi)p_l (x; +yi) = Z (@i +yi)P~ mz—l-z zi +yi)?

=1 =1 =1

< (Zn: (x; + yi)(pl)q> ' (Zn: xf)
i=1 i=1

(S ()

1 1
Fakat —+ - =1=p+¢q=pg = (p— 1)qg = p oldugundan
p g

3 =

zn:(a:i+yi>ps<2nj(a:z+yz> (Zx) (Zn:(xﬁ-yz) <Zy>

=1 =1 =1
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10

1

() (&) +(5)
=1 =1 =1

1 1 1 1
-4+ -=1= - =1-— - oldugundan
P q p q
1 1 1 1
n 1_6 n P n P n P
(Sotwenr) 7= (Senr) = (L) + ()
i=1 i=1 =1 =1

gecerlidir. Bu da ispat1 tamamlar.
o0

Tamm. ) x; serisi Vn € N igin z,, = 0 gergekliyorsa serinin yakin-
i=1
! n
samas1 i¢in gyk > x; kismi toplamlar dizisinin sinirh olmasidir bu
i=1

n
durumda serinin toplami lim | > x; | ile verilir.

oo o0
Teorem. (x);cn Ve (¥i);en icin D |z5]Pve Y |yif” yakinsak ise

i=1 i=1
1 1 1
) p o0 P oo P
(Srnr) = (L) s (L)
i=1 i=1 i=1
ispat.
1 1 1
n P n P n P
<Z |i +yi!p> < (Z |$i!p> + (Z |$i!p>
i=1 i=1 i=1
o o0
ve gergeklendiginden Y |x;|Pve > |y’ yakinsak oldugundan

=1 =1

n oo
DolwlP £ |aif”
=1 =1

n oo
Z lyil” = Z lyil”
i=1 i=1

gerceklenir. Esitsizliklerin her iki tarafida pozitif oldugundan

1

(Sr) < (&o0)
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nNE e\
Z lyil” = Z lyil”
i=1 i=1

gecerlidir.

. N
(z it y> < (z |> . <z |yi|p>
=1 =1 =1

RN BV
< (zw) + (zw)
1=1 =1

1 1\ P
n o0 o0
kisitlamasi yapilabilir. Vn € Nigin Y |z; 4 y;[Piistten <<Z |xi|p> gt (Z \yi\p> p) ile
i=1 i=1 i=1
o0
siirh ve artan oldugundan > |z; + v;|?
i=1

n oo % oo % n
lim <Z |z; + yi\p> ile verilir. <Z |xi]p> +<Z |yi|p> ifadesi {Z |zi +yilf :n € N}
i=1 =1 =1 j

n— 00 i=1

kiimesi i¢in iist sinir oldugundan

yakinsaktir ve serinin toplami

1 1\ P

o) ) o) P
(o) s (o)
i=1 i=1
gecerlidir. Sonugcta

1 1 1
(Z |z + yip> = (Z |£Ez'p> + <Z |yi|p>
i=1 i=1 i=1

elde edilir.

Teorem. (Integral i¢in Holder esitsizligi) f ve g [a, b] iizerinde siirekli

fonksiyonlar (f,g € C[a,b],p > 1,9 > 1, % —i—% = 1) olsun. Bu durumda

[ 15 o)l < (/abrf@)rpdxf (f \g(xwdx);

gecerlidir.

Ispat. f veya ¢ den biri 6zdes olarak sifir ise esitsizlik gerceklenir.
Dolayisyla f ve g nin 6zdesg olarak sifir olmadigi durum i¢in ispat vermek
yeterlidir.

[IA

o n
> lwi+uil = lim {Z | +yi|p}

i=1 =1
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/b @ @l
(S 17 @) da) ™ (f719(@)|" da)”

b1 @ 1 Jg@)f )
< - + - dx
/a (p Lf@Pde 4 f)|g()|! dz

11,
p q
Dolayisiyla
b b N b o
/ |f<x>|.\g<x>|dx§( / |f<x>|pdx) ( / \g(a:)rqu)
gergeklenir.

Teorem. (Integral i¢in Minkowski esitsizligi) f ve g [a,b] iizerinde
stirekli fonksiyonlar (f, g € C [a,b]) olsun. Bu durumda

([ 1@ +ota M) <([ 11 rpda:)’l’+(/ab|g<x>wx);

gegerlidir.
Ispat. Negatif olmayan x degerleri ve a > 0 i¢in z* konveks fonksiyon
oldugundan

ve dolayiyla

f(2) + g(@)[” < 227 (|f ()" + |g(2)[")
gegerlidir. |f(z) + g(z)|P smurh ve siirekli oldugundan ayn1 zamanda
Riemann integrallenebilirdir, yani ff |f(z) + g(2)|P dz vardur.

b b
/ (@) + (@) do = / (@) + g(@)]. (@) + g(z)P " de

b
= / (1 @)+ lg(@)]) - |f(x) + g(2) """ da
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b b
=/ If(x)l-!f(ﬂf)Jrg(w)lplder/ lg(@)| - |f(z) + ()"~ da

< ( /ab |f(a:)|pdgc>’1’ | < /ab @)+ gD dw);
+ </ab lg() [P d:p>; _ (/:'f(z) + ()" dm>;

(</b er d”“’>; + ([ o ar) ’1’> ([ @+ gtwpe dm>3 N

([ worewora) ([ orar) o [ o)«
([ erewpan)' = ([arae) ([ e
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2. Metrik Uzaylar, Tanim ve Temel Ornekler

Tanim. X bostan farkli bir kiime ve d : X2 — R asagidaki 6zellikleri
gergekleyen bir fonksiyon olsun:

(i) Vo, ye X igind(z,y) >0 .

(ii) d(z,y) =0z =y.

(ii) V z, y € X i¢in d(z,y) = d(y, x).

(iv) V 2, y, 2 € X igin d(z,y) + d(y, 2) > d(z, 2) (Uggen Esitsizligi.)

Bu durumda d fonksiyonu, X iizerinde bir metrik olarak isimlendirilir.
Uzerinde d metrigi tanimli bir X kiimesi metrik uzay olarak isimlendirilir
ve (X, d) notasyonu ile gosterilir.

Aslinda "(i) Her z, y € X igin d(z,y) > 0" kosulu diger siklardan
elde edilebilecegi icin istenirse gozardi edilebilir.

Ispat. (iv) kosulunda bu z = x almr, (iii) ve (ii) kullanilirsa,

sonugta d(z,y) > 0, elde edilir.

Ornek. Her z,y € R icin d(z,y) = |z — /| ile tammhd : X? — R
fonksiyonu R {izerinde bir metriktir?

i) d(w,9) = v - y| > 0;

ii) d(z,y) =z —y| =0z =y;

it) d(a. ) = ¢ — 3] = |- (@~ v)| = |y — al = dly.2);

iv)
d(z,y) =[x =yl = [(x = 2) + (z = y)|

<o =zl + ]z -yl = d(z, 2) +d(z,y)

Tanmim: X kiimesi ve d : X? — R fonksiyonu

d(z,y) 0 eger x =y ise
x’ = .
Y 1 eger x # y ise

gbzoniine alinsin. Bu durumda d fonksiyonu X iizerinde ayrik metrik
olarak isimlendirilir.

Ornek.

Acik olmayan tek durum iiggen esitsizligidir. Fakat bu da olasi du-
rumlari irdeleyerek;

d(z,y) +d(y, 2) = d(z,y) = d(z,2) > d(z,z)  egery =z,
d(z,y) +d(y,z) = d(y,z) = d(x,2z) > d(z,z)  eger xz =y,
d(x,y) +d(y,2) 21+1=22>12>d(x,2) aksi durumda,

gosterilir. Ya da d(z, z) > d(z,y) + d(y, z) farzedelim. Bu
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1=d(z,z) >d(z,y)+dy,z) =0+0=0
olmasini gerektirir. Bu ifadenin dogrulugu ise (z # 2)A[(z = y) A (y = =
bagdasmaz durumlarimi verir. O halde kabulumuz yanhstir, d(x,z) <
d(z,y) + d(y, z) gegerlidir.
Tanim. X = R x R =R? iizerinde ii¢ metrik tanimlayacagiz:
(z1,72), (y1,92) € R? olmak iizere,
(i) de = Oklidyen (ya da f5) metrigi

)]

de ((z1,22), (y1,42)) = \/(961 —y1)? + (22 — go)°
ile tanimlanir, R? iizerinde standart metrik d, dir,
(ii) dq = £1 metrigi
di ((71,72), (y1,92)) = |71 — y1| + |22 — Y2
ile tanimlanir, Taxi-cab metrigi olarak isimlendirilir,
(iil) doo = supremum metrigi ( £o, metrigi olarak da isimlendirilir)
doo (21, %2), (Y1, ¥2)) = max {|z1 — 1], |w2 — wo[}

ile tanimlanir.

Alstirma. X = R x R =R? iizerinde yukarida tanimlanan d., d;
ve do, fonksiyonlar: birer metriktir?

(i) (z1,22), (y1,2) € R? icin d. = Oklidyen (ya da f) metrigi

de ((@1,22), (91,92)) = /(@1 — 1) + (w2 — )2
a) de ((z1,72), (Y1,92)) = 0 & \/(wl—y1)2+($2—y2)2 =0«

T =y ve 13 = Yo & (71, 22) = (Y1, 92)
b)

de (1, 22), (y1,2)) = \/(3?1 — 1) + (22 — 12)°

= \/(yl —21)* + (2 — 22)° = de (1, y2) (21, 72))

c¢) Once bir hazirlik;
(ab+ ed)? < (a2 + @) (B +d2) (¥)
gecerlidir, ¢iinkii

(ab + cd)? + (ad — be)? = a®b? + 2abed + 2d* + a?d? — 2abed + b2c?
= a’b® + a®d® + Pd® + b
= (a®*+¢%) (V*+ )
= (a2 + 02) (b2 + d2) > (ab+ cd)?
= (ab+ cd)? < (a® +c*) (b* + d?)
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x = (11,22),y = (Y1,%2),2 = (21, 22) € R? olsun.
[de (x,¥)]” = (z1 — 11)° + (22 — y2)°
= [(21 — 21) + (z1 —y1)]2 + [(w2 — 22) + (22 — 12)]?

= (z1—21)" + (22 — 2’2)2

+2 | (z1 —21)(21 — y1) + (22 — 22) (22 — ¥2)
=a =b c d

+ (21— y1)” + (22— 2)°

—

*

< (2 — 21)2 + (z2 — 2’2)2

=

+2 [\/(901 —21)* + (2 — 22)2\/(21 —y)* + (22— 1)*

+ (21— y1)? + (22 — o)

= (21— 21)> + (22 — 22)° + 2de (x,2) de (2,y) + (21 — y1)° + (22 — 1)

= [de (x,2) + de (z,y))?

T1—21=a,2 —Y1=b, xo— 2 =c, 22 —y2 = d icin

(ab+ cd)? < (a® + ?) (b° + d?)

= |ab+ cd| < \/(a? + )/ (b2 + d2)

kullandik.
i) x = (x1,22),y = (y1,92) € R? i¢in

di ((z1,72), (y1,92)) = d1 (X, y) = |21 — 91| + |22 — 2]

R? {izerinde metrik midir?

a) di (x,y) = |z1 —y1]| + [v2 — 92| > 0

di (%,y) =0 [v1 —y| +|r2 — 92| =0 |21 —y1| = |22 — 2| =
0 (1 =y1) A (2 =y2) ve x = (21,22) = (Y1,42) =¥

b) di (x,y) = [v1 — y1| + |22 — ya2| = [y1 — 21| + [y2 — 22| = d1 (¥,%)
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c) x = (z1,22),y = (¥1,%2),2= (21, 22) € R? icin

di1 (x,y) +di (y,2) = |21 — 1| + |2 — y| + [y1 — 21| + |y2 — 22|
> [(z1 1) + (y1 — 20)| + [(z2 — y2) + (y2 — 22)]
= |z1 — 21| + |x2 — 29|
=d (X7Z)
iil) x = (z1,22),y = (y1,92) € R?igin doo (X,y) = doo (21, 22), (Y1, y2)) =

max {|z1 — y1|, [r2 — ya|} R? iizerinde metrik midir?

a) Vx = (1,22),y = (y1,y2) € R?i¢in deo (x,y) = max {|z1 — y1|, |22 — yo|} >
0

deo (X, y) = max {|z1 — y1],|z2 — 32|} =0
& |z —y1| = |z2 —y2| =0

Sxr=y)AN(xa=1y2) vex=y

b) doo (X,¥) = doo (21, 22), (Y1, y2)) = max {|z1 — y1|, |2 — y2|}
= max {|y1 — 21/, |y2 — T2|} = doo (¥, %)
¢) Vx = (21,22),y = (y1,92), 2= (21,22) € R* igin

doo (X,¥)+doo (¥,2) = max {|z1 — y1], |22 — yo|}+max {|z1 — y1|, |22 — y2|}

=doo (X,¥) +doo (y,2) = [21 —y1| + |y1 — 21 = |21 —gll
ve benzer gekilde

doo (X,Y) + doo (Y7Z) > |CC2 _'52‘
dolayisiyla

doo (%,) + doo (y,2) 2 max {|z1 — 4|, |72 —gpl} = doo (Xy)

ve dso , R? iizerinde bir metriktir.
Aligtirma. 7 = (z1,22), ¥ = (y1,72) € R? i¢in d (x,y)

egerry = ysise

o |21 — 1]
d(X7Y) = d((x17x2)7 (y1,y2)) = o .
|z1| + |22 — yo| + |y1| egerxa # yaise
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ile tammmlansin. d (x,y) metrik midir?
Coziim.

i)d(x,y) =04 (|Jz1 — y1| = 0)A(x2 = y2) veya (1| + |22 — y2| + |y1] = 0)A
(w2 # y2)

gegerlidir. Ama ikinci durum miimkiin degildir. O halde d (x,y) =
0< (x1 =y1) A (x2 =y2) (yani x =y)
gecerlidir.

ii)

d(x,y) = |1 — y1] eger xo = 1o ise
7 |z1] + |22 — Yol + |y1]| egerxs # yo ise

Sy — 2 eger ya = xy ise
= 9 o =d(xy)
ly1| + ly2 — x| + |x1| eger yo # 2 ise
iii) x = (21,22),y = (y1,92),2 = (21,22) € R? olsun. |y; — x| <

d (x,y) oldugunu gozoniine alarak olasi durumlar irdeleyelim. Eger

xo =ypised (x,y) = |1 —y1| < o1 — 21]+|21 — 1| £ d(x,2)+d (z,y)
gecerlidir.

Eger x9 # yo ise zo , hem x9 ye hem de ys ye esit olmaz (¢iinkii

29 = o N2o = Yo = g = Yo gergeklenir), dolayisiyla zo # xo farzedelim
(22 # yo durumu da benzer sekilde goriiliir). Bu durumda

d(x,y) = |z1] + |22 — 2| + |y1] = 21| + |22 — 22 + 22 — y2| + |1

< w1 + |22 — 22| + |22 — y2| + [y1]
< )zl +|z2 — 22 + [21]) + |21 — w1 eger yo = 23 ise
| (21| + w2 = 22| + [21]) + (|21] + |22 — vl + |y1])  egerya # zoise
=d(x,2) +d(z,y)

Son adimda
a) Eger yo = 29 ise

21| + |72 — 22| + 22 — y2| + [y1] = [z1] + w2 — 22| + |31

= |z1]| + |z2 — 22| + |11 — 21 + 21| S |21| + |22 — 22| + 21| + [y1 — 21

&,
“neh(mo‘. X#—'O N b'. XX IR os &Sqrq. b fnk 4 */quéxl' OK(M] = &((”’() Z

olun. Ve nyxeX )
Wdlxy) =0 & *=9 dlxy) - ¢ (x,x) éd(,,yJ:DJ(x,q] <34
WNXYZ €X ian AW -3 &4 (y,2), () S0 QETRAND splend® ) y,x,y €X )
) aaeve el midifS 3y -d0ym) ¢ 3a) =D d(y.y) dny
= dxy) = d(9ix)
b)'d w® €X w0 Metrik_Uzaylara_ Giri___12.03.24.tex; 21/03/2024; 8:54; p.18
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ve eger yo # 29 ise
|21 |+|z2 — 22[+]22 — yol+{y1| < |z1|+|z2 — 22| +|21[+|21]+[22 — yal+|u1]

kisitlamalar: yapilmigtir.

Alstirma. X bostan farkli bir kilme ve d : X? — R agagidaki
ozellikleri gergekleyen bir fonksiyon olsun:

(i) d(z,y) =0 z=y.

(i) Va,y,z € X icin d(z,y) — d(x, z) < d(y, 2)

d , X iizerinde bir metrik midir?

Cozim.

a)Va,ye X igin d(z,y) = d(y,x)?

ii) de z,y,z € X igin

d(z,y) — d(z,z) < d(y,r) = d(z,y) < d(y, )

ii) sira degigtirip uygulanirsa y, z,y € X =

d(y, =) —d(y,y) < d(z,y) = d(y, ) < d(z,y)

yani d(z,y) = d(y, z) gerceklenir.

b) Bu durumda ) V z, y, 2 € X igin

d(z,y) —d(z,2) < d(y,z) = d(z,y) < d(z,2) + d(y, z) = d(z,z) + d(z,y)
= d(z,y) < d(z,z)+d(z,9)

yani tliggen esitsizligi elde edilir.

Bu kogullarinda d(z,y) > 0 verdigini gostermigtik. O halde d, X
iizerinde metriktir.

Tanim. V , R cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun ve N : V — R,
N(u) = ||u]| i¢in asagidaki kogullar1 gergekleyen bir fonksiyon olsun:

(i) Her u € V igin [jul| > 0

(ii) Eger ||ul| = 0 ise bu durumda u = 0.

(iii) Eger A € R ve u € V ise bu durumda ||Au|| = |A|[|u]].

(iv) [Uggen esitsizligi.] Eger u, v € V ise bu durumda

lal[ + vl = [fu+ v

Bu durumda || || bir norm ve (V)| ||) normlandirilmis vektor uzay:
olarak isimlendirilir..
Problem: (iii) kosulunda A = 0 alarak ||0|| = 0 oldugunu gosteriniz.
d(u,u) = 0] = 00| = [0]]o]| = 0]/0]| = 0
Tanim. x = (21, ...,2,) € R" olsun.

(i) x in Oklidyen normu ||x| = /32 |z|? skaleridir.
k=1

n
(ii) x in £ normu ||x||; = Y |xx| skaleridir.

k=
(iii) x in max normu ||x|s = max {|x1|, ..., |z, |} skaleridir.
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(iv) a,b € R" noktas: arasmdaki Oklidyen uzaklik ||a — b|| dir.
Lemma. Eger (V, || ||) normlandirilmig vektor uzay: ise

d(u,v) = [lu—v]|

ifadesi V' iizerinde bir d metrigi belirler.
Ispat. Aciktir ki norm kosullarindan

d(u,v) = u— vl >0

ve

d(u,u) = [[0]| = [[00]| = [o][[o]| = o]|0]| = 0.

elde edilir.
Ayrica eger d(u,v) = 0 ise bu durumda |[[u — v|| = 0 ve bdylece
u—v =0 ve u=v gergeklenir. Ayrica

d(u,v) = lu=v| = [[(=D)(v —w)| = [ = 1f[v —ul| = d(v,u)

d(u,v) +d(v,w) = [u—v| +[v - w]|
2 [[(u=v) + (v —w)]

= [u—wl = d(u,w).

Uyari. (i) Eger V, R tizerinde bir vektor uzay: ve d de V' iizerinde bir
norm araciligiyla belirlenen metrik ise, u € V i¢in d(0,2u) = 2d(0, u)
gergeklenir.

(ii) Eger V, R tizerinde trivial olmayan (sifir-boyutlu olmayan) vektor
uzay1 ve d de V {lizerinde ayrik metrik ise d metrigi V {iizerindeki bir
norm araciligiyla tammmlanamaz. d bir norm tarafindan belirlenebilseydi
; 0 # 2u igin d(0,2u) = 2d(0,u) gerceklemeliydi oysa

(o, 2u)—17é2—2d0u

L—?A m(_/f/j b‘(r /)09£m aﬂﬂ(ﬂeﬂ bf.//‘/&/)KMCZ /

Alstirma. x = (21, ...,%,), ¥ = (Y1, .-, Yn) ER™ | p 2 1 i¢in

1
n P

(Z |z — yip>
i=1

ile taniml d), fonksiyonu R" {izerinde bir metriktir.
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Coziim. 1) x = (21, ..., Zn), ¥ = (Y1, ..., Yn) ER™ olsun. Vi € {1,...,n}
i¢in |z; — y;|” > 0 oldugundan dp(x,y) > 0 dur.
i) x =(x1,..., ), y = (Y1, ..., Yn) ER™ olsun.

1
n ?
dy(x,y) =0 & (Dxi—y@-\p) =0
=1

n
& Y lwi—ylf =0
=1

< Vie{l,..,n} i¢in |z; —y [’ =0
e Vie{l,..,n} i¢in |x; —y;| =0
< Vie{l,..,n} icin x; = y;
Sx=y
i) x = (21,0, ),y = (Y1, .., Yn) ER™ olsun. Vi € {1,...,n} i¢in
[z — yil = lyi — @i
oldugundan
dp(x,y) = dp(y, %)
iv) x =(21,..,Zn),y = Y1, -sYn) , 2 = (21, ..., 2n) ER™ olsun. Vi €

{1,...,n} i¢gin a; = x; — y;, b; = y; — z diyelim. Bu durumda a; + b; =
x; — z; olur.Minkowski esitsizliginden

1 1 1
n P n P n )
dp(x,2) = (Z |lai + bi|p> < (Z |ai|p> + (Z |bi\p>
i=1 i=1 i=1
. 1 . 1
= <Z |z — yz’\p> + (Z lyi — Zi\p>
i=1 i=1

= dp(x,y) + dp(y,2)

Aligtirma. £2 = {x = (Tn)peny i Tn :N—=C: 3 |z, < Jroo}olsun.

n=1
02 x ¢2 iizerinde dy fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin. do(X,y) =

o0

Z ’mn - yn|2

n=1

a) £? de olan ve olmayan eleman 6rnekleri veriniz.

b) (52, dg) metrik uzaydir gosteriniz.

Coziim. i) x = (zn)pey = (L1, ) vey = (Un)peny =

(1, %, %, ey ﬁ, ) olsun. Bu durumda
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o
P =1P+ 1P+ 174 17+ = 400

n=1

1P &1
St =3l =St -
n=1
dolay1s1yla X,y ¢ €2gegerhd1r
= ]_]_ 1 /:(/> - ]->l7la' ]
x (x")neN ( 0,..,0,..)vey Y e ( 313 -

olsun.

o0
;12
D lan| =P+ 4.+ 17407+ . < 400
n=1
o0 12 ) 1 2 [e’e) 1
Sl =30 (5) =g <
n=1 n=1 n=1

dolaysiyla x,y € £2 gecerlidir.

Her k € N igin ka —uil” = [exl® + 2Re (wr) + |ykl* < |l
2|Re (wr-yx)| + |yxl

gecerlidir, dolayisiyla, her k£ € N igin

k= yil” = exl® + 2 erye] + [yxl”

gegerlidir. Bu durumda Cauchy Schwarz egitsizliginden

n

n
D e =yl <Yl +2 Z’xk’ Z\yk’ +Z’yk\

k=1 k=1 k=1

Dolaysiyla x,y € 2 oldugundan

n 0o 0o 0o oo
Do lan =l < Janl® 2, | D lawl® | D lul D yel* < oo
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

gecerlidir. Dolayisiyla

n
Y law — il
k=1
kismi toplamlar dizisi yukaridan sinirli ve tiim terimler pozitif oldugun-
n oo
dan artandir. O halde . |z — yi|® yakmsar. O halde S |2g — yil*
k=1 k=1

serisi yakinsaktir.

Metrik_Uzaylara_Giri___12.03.24.tex; 21/03/2024; 8:54; p.22
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(e8]
do(x,y) = ([ 2 |20 — yn|? metrik olma kogullarim gercekler mi?
n=1

a)x,y € £2 olsun.
1) x =y =da(x,y) =0
ii)

o0
da(x,y) =0 <= Z |n _yn’2 =0

n=1

= |zn — yn|2 =0,Vn

= Tp = Yn, VN
yani x = ygecerlidir.

b)X,y € 62 olsun. d2(x7y) = Z ’xn - yn|2 = Z ‘yn — Tn
n=1

d2 <y7 X)
¢) X,y,z € % olsun.

n n n
S ek —knfP S D lwk — w4 | D ok — 2l
k=1 k=1 n=1

ve buradan

o0

o0
Dolee—uel + | D ok — 2l
\ = k=1

A

n
> fos — =i
k=1

gecerlidir, o halde

IN

o o oo
Z|~Tn_zn|2 = Z|xn_yn|2+ Z|yn_zn|2
n=1 n=1 n=1

o0
yani do(x,y) = [ D |xn — yn\2 icin liggen esitsizligi saglanir.
n=1

o0
Algtirma. p 2 1, P = {X = (@n)peny ERN 1 Y |z |P < —|—oo}olsun.

n=1

0P x P izerinde d), : (P x¢P — [0, 00) fonksiyonu d(x,y) = (E |z — yn|p>
n=1

ile tanimlansin.
(¢P, d) metrik uzaydir gosteriniz.
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Co6ziim. i) p =2 1 igin f(z) = 2P ile tanmimlanan f : [0,00) — [0, c0)
fonksiyonu konveks oldugundan

T; ANt 1
S+ (D) <3l + 5wl

i = yil” < 207 (Ja P+ [yal)

n
gegerlidir. |x;|” dizisinin biitiin terimleri nonnegatif oldugundan > |z;|*
i=1

n [ee]
azalmayan bir dizidir. Her n € N igin Y |z;[P < 3 |ai|? gegerlidir.
i=1 1=1

Dolayisiyla
n n
oz —wlP S 227 (sl + [wil?)
i=1 i=1
n n
—ot (S o
i=1 i=1
oo o0
<ot <Z ELE |yi|p>
i=1 i=1
n
gecerlidir. Boylece {Z lz; —yilP :neN } kismi toplamlar dizisi sinirh
i=1
o0
ve monoton artan dolayisiyla > |z; — y;|P serisi yakinsaktir, yani d iyi
i=1
tanimhidir.

a) Ne zaman d(x,y) = d ((2:);en > (¥i)sen) = 0 olur?

e % 00
(Zppap) =0 = Sin-ur o
1=1

i=1

n
&= SUPpeN {Z |x; — yi|p} =0

=1

n
@VnEN,Z\xi—yiV’:O
i=1

= VieN, |z, —y| =0
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<:>\V/’i€N,JJ¢:yi

= (i)jen = (Yi)ien
b) d(x,y) = d ((zi)ien s Wi)ien) = 0 == (¥i);en = Wi)en
d(x,y)=d (($i)i€N ) (?Ji)ieN) =d ((yi)iGN ) (fUi)z'eN) =d(y,x)
c) X =(x1),¥ = (Vi)jen 2 = (2i)jey € P olsun. a; = z; — y;, by =
y; — z; diyelim.
o halde

1 1
o] ) o) )
d(x,z) = (Z\al —|—bl|p> = <Z |$z —Zi|p)
=1 =1

(B (5

o0
yani d(x,y) = ( S |xn — yn]p) i¢in tliggen egitsizligi saglanir.
n=1

Algtirma. , (> = {x = (@),,ey € RN : IM > 0:Vi € Nigin |z;| £ M}
olsun, yani siirl diziler kiimesi gézoniine alinsin.
020> iizerinde d : £ x£>° — [0, 00) fonksiyonu d ((2:);en > (Vi)ien) =

sup {|z; — y;|} ile tanimlansin. (¢°°,d) metrik uzaydir gosteriniz.
neN

Cozlim. x = (23);cry, ¥ = (Mi)jeny € £7° olsun. Vi € N, |z; —y;| =
25| + |yi| ve (z:);en > (Yi)ien sturh diziler oldugundan
dMy, Ms > 0:Vi e N, |331| < M1V6|yz'| < M

gecerlidir. Dolaywsiyla {|z; — y;| : i € N} kiimesi tistten M; + M ile
stmirhidir, dolayisiyla bu kiime R de bir en kiigiik iist sinira sahiptir.
d(x,y) = d ((#;);en » (i)jey) iyl tammhdir.

a) Ne zaman d(x,y) = d ((2:);en > (¥i)jen) = 0 olur?

sup {|z; —yil} =0 <= Vie N, |z; —y;| =0
neN

= VieNuax =y
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= (Zi)jen = Wi)ien
yani d(x,y) = d ((zi)ien » Wi)ien) = 0 <= (2i);en = (Ui)ien gercek-
lenir.
b)
d ((xi)ieN ) (?Ji)ieN) = Sgg {lzi — il }

= fgg {lyi — x|} =d ((yi)l-eN ) (xi)z'eN)

) (Ti)ien» Wi)ien » (2i) sy € £°° olsun.
|z — yi| = |z — 2| + |20 =y S sup {|zs — 2|} +sup {|z — vil}
€N 1eN

< d((@i)ien > (2i)ien) + A ((2)ien > Wi ien)
ifadesi her ¢ € N i¢in dogrudur. {|z; — ;| : i € N} kiimesi tistten

sup {|z; — 2|} + sup {|z; — vi[}
ieN ieN

=d ((xi)ieN ) (Zi)ieN) +d ((Zi)z‘eN , (yi)iEN)

ile sinirhdir. Dolayisiyla
sub {lzi —wil} = d ((@i)ien » Wi)ien)
1€

=d ((xi)iGN ) (Zi)ieN) +d ((Zi)z‘eN J (yi)ieN)

gergeklenir, yani tiggen esitsizligi dogrudur.

Uyari. {|z; —y;| : ¢ € N}kiimesi alttan 0 ile simirh oldugundan infi-
muma sahiptir. £>° x £*° {izerinde d : > x {*° — [0,00) fonksiyonu
d ((%i)ien > Widien) = inf {|z; — yi|} ile tammlansm. d metrik midir?

€N

Ne zaman d ((2i);cry » (Ui)jen) = zng {lz; — yi|} = 0 gerceklenir?
1S
inf{lzi—yl} =0=>VieN,|z;—y| 20
1€N

gecerlidir, ama bir kiimenin infimumunun sifir olmasi kiimedeki her
elemanin sifir olmasina denk degildir. Uzakligin bu taniminda problem
var gibi, bundan emin olmak i¢in ¢*° da aralarindaki uzaklik sifir olan

farkli diziler var m1, yani (2;);cy # (¥i);en fakat inf {|z; —yil} = 0
neN
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y Stfira yakinsar, ve m;£ { % } =
(2

o))
? ieN L ?
1

ama (;)z en 7 (0);en gergeklenir, yani d metrik olamaz.
Aligtirma. d, bogtan farkli bir X kiimesi lizerinde bir metrik olsun.

gergekleyen diziler var m1? (;);cy = (%)16

0 ve (4i);en = (0);ey icin

d ((mi)ieN ) (yi)ieN) =inf {

€N

d
z,y € X i¢in p(x,y) = % ile tanimlanan p fonksiyonu da X
tizerinde bir metriktir?
Cozim. p(z,y) =0<& _dzy) =0<dz,y)=0xr=y
1+d(z,y)
gecerlidir.
- d(z,y) d(y, z)
i) p(z,y) = = =p(y,x
) p(z,y) = 1 T dwy)  1+dy.D) p(y, x)
iii)
Y
0<z< —
r=Y 1+xz = 1+y
ve
r+y < T Y

+
l+z+y " 142 1+y
Vz,y > 0 i¢in dogrudur.

__d(z,2) < d(z,y) +d(y, z)
14+d(z,z) — 1+d(z,y) + d(y, 2)

d(z,y) d(y, z)
~1+d(zy)  14d(y,=2)

p(@, 2)

va da

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) = 1+d(z,y) <1+d(x,z) +d(z,y)
1

= >
L+d(z,y) — 1+d(z,2) +d(z,y)

1 1
_ < _
1+d(z,y) = 1+d(z,2)+d(z,y)
1 1
_ <1-—
1+d(z,y) — 1+d(z,z)+d(z,y)

=

=1

esitsizligi kullanilarak

d(x,y) 1+d(x,y)—1
ple.y) = 1+d(z,y) 1T d(x,y)
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1
I
1+d(x,y) ~ 1+d(z,z)+d(z,y)

1 +d(z,z) +d(z,y) — 1
- 14d(x,z) +d(z,y)
_ d(z, 2) n d(z,y)
1+d(z,2) +d(z,y)  1+d(z,2)+d(z,y)
d(zx, z) d(z,y)
= 1+d(z, 2) * 1+d(z,y

gegerlidir, yani p, X {izerinde bir metriktir.
Ornek. (X, d) bir metrik uzay ise her x ,y € X igin

p(z,y) = min{l,d (z,y)}

ile tanimli p : X x X — R metriktir?

Cozim.

i)z =y = p(z,y) =min{l,d(z,y)} = min{1,0} =0
plz,y) =min{l,d(z,y)} =0=d(z,y)=0=>2 =y
i) z,y € X igin

=1

7= p(@,z) + p(z,y)

p(z,y) = min{l,d(z,y)}

(d(m,y);d(y@)) min {1, d(y, z)} (y,x)

=p
i) » ,y,2 € X icin p(z,2) < p(x,y) + p(y, 2)?
p(x,z) =min{l,d(z,2)} <1

O halde p(z,y) =1 veya p(y, z) = 1 ise liggen esitsizligi gergeklenir.

Eger p(z,y) # 1 ve p(y,yz) # 1 ise
hem p(z,y) < 1 ve p(y,z) < 1 olur, yani p(z,y) = d(z,y) ve

p(y,z) = d(y, z) ve buradan

p(x,z) =min{l,d(z, 2)} < d(z, z)

< d(z,y) +d(y, 2) = p(x,y) + ply, 2)
gegerlidir. O halde olasi her durumda tiggen esitsizligi gergeklenir.
Alstirma. (X,d) bir metrik uzay ise z,y € X i¢in d'(z,y) =
d(z,y) ise d' : X x X — R metrik midir?
Cozim. i) d(z,y) 2 0= d'(z,y) = \/d(z,y) >0
ii) z,y € X olsun.
a) Eger x =y ise d(z,y) = 0= d'(z,y) = \/d(z,y) =0
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b) d'(z,y) = 0ise d'(z,y) = \/d(z,y) =0 veya d(z,y) = 0=z =1y
iii) z,y € X olsun. d'(z,y) = /d(z,y) = \/d(y,z) = d'(y, x)
iv) z,y,2 € X olsun. d(z,2) = d(z,y) + d(y,2) ve ,/, RTiizerinde

artan ve (her a,b > 0 icin) va + b < y/a + v/b oldugundan

= Vd(z,2) = \/d(z,y) + d(y, )

< Vd(x,y) +d(y, 2) = d'(z,y) + d'(y, 2)
yani d'(z,2) < d'(x,y) + d'(y, z) gegerlidir.
Aligtirma. NxN {izerinde

0, eger x =y ise
d(x,y) =

+
y’ egerx #£ yise
)

tanimlansin. d, N iizerinde bir metrik midir?
Coziim.
i) z,y € Nigin d(z,y) =20
i) z,y € Nigin d(z,y) =0<=x =y
iii) Her z,y € N i¢in d(z,y) = d(y, )
iv) z,y,z € N olsun. Bu durumda
T+ z 1 1 1 1 1 1
=3+ -+-S3+—+-+3+-+-
xz x oz x vy y oz
ve dolayisiyla Vz, y, z € N i¢in
d(z,z) = d(z,y) + d(y, z) ¢iinkii

3+

d(z,y) +d(y,z) = d(z,y) = d(x,2) > d(x,z)  egery =z,

d(z,y) +d(y,z) =d(y, z) = d(z,z) > d(x, z) eger x =y,

T+ z
Tz

11 11 11
d(z,y)+d(y, 2) = 3+ —+—+3+—+- > 3+—+- =3+
Ty Yy oz T oz

gecerlidir.

Cozim. i) d(z,y) 2 0= d'(z,y) = \/d(z,y) >0

ii) z,y € X olsun.

a) Eger x =y ise d(z,y) = 0= d'(z,y) = /d(z,y) =0

b) d'(z,y) = 0ise d'(z,y) = \/d(z,y) =0 veya d(x,y) =0
iii) z,y € X olsun. d'(z,y) = \/d(z,y) = \/d(y,z) = d'(y,z)
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iv) z,y,z € X olsun. d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2) ve ,/, RT iizerinde
artan ve (her a,b > 0 igin) va + b < v/a + v/b oldugundan

d,(l',y) - \/d(%’,y) < \/d(xay) + d(y7z)

< Vd(z,y) + Vd(y, 2) = d'(z,y) + d'(y, 2)
gecerlidir.
O halde

d'(z,y) = d'(z,y) + d'(y,2)
gecerlidir.
Alstirma. X = C(0,1), [0, 1] tizerinde reel degerli siirekli fonksiy-
onlarin kiimesi olsun.

1

4(7.9) = [ 1) = )] o
0

d(f,g) = sup |f(z)—g(z)|

z€[0,1]
fonksiyonlar1 X tizerinde metriktir? Bu iki metrik denk metrikler
midir? d, Riemann integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi {izerinde metrik
midir?
Co6ziim.
i) f ve g siirekli ise |f — g| de stireklidir ve d(f,g) iyi tanimhdir,
benzer gekilde d'(f, g) de iyi tanimhdr.

f=g9=4d(fg9)=0
|f — g| siirekli ve pozitif bir fonksiyon oldugundan
1

0f|f(90) —g(@)].de =0=[f(z) —g(z)| =0,vz €[0,1] = f=yg
f,9,h € X olsun, Vz € [0, 1] igin

< [f(x) = g(x) + lg(x) — h(z)]
gecerlidir, dolayisiyla

1

[15@) - p@lds < [ 1@ - g@)da+ [ lg@) - ba)|do
0 0

0
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= d(f,h) < d(f,g) +d(g, h)
Not: a) Eger f ve g stirekli reel degerli iki fonksiyon ise d(f,g) =
f |f(x x)|.dx degeri f ve g fonksiyonlarimin grafikleri, x-ekseni,

x =0 ve x = 1 dogrulari ile sinirhi bélgenin alani olur. Ornegin f, g€ X
den alinan f(x) =1 — 2% ve g(z) = x? fonksiyonlar arasmdaki uzaklhik

1
‘ l—x —xQ} dm—/‘l—ng‘.dac
0

O\H

1
7

1
:/ 1—23: dx—i—/ 2:0—1
0
1

,\er \f——_g 2-3

b) Eger X, [0,1] lizerinde integrallenebilir fonksiyonlarmm kiimesi
olsun.

d*(f.9) f |f(2) = g(x)| .dx
X uzerlnde metrik deg11d1r.

@) = {0, xz =0 ise

1, 0<xz<1ise

»

ve her z € [0,1] igin g(x) = 1 alinwrsa f,g € X fakat d*(f,g) =

f |f(z z)|.dx = 0 gegerlidir, fakat f # g gegerlidir.
) f=g9=d(f9) = e [f(x) —g(x)| =0
xe|0,
d'(f,9) = sup |f(z) —g(x)] =0= vz €[0,1] igin
z€[0,1]

0<[f(z) —g(a)l < sup [f(z)—g(x)|=d(fg)=0

z€[0,1]

Dolayisiyla f = g gecgerlidir.
b) Vf,g € X igin
d'(f,9) = sup |f(z) —g(z)| = sup |g(x)— f(z)| =d(g,[)

z€[0,1] z€[0,1]
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¢) f,9,h € X olsun. Bu durumda Vz € [0, 1] i¢in

|f(z) = h(z)| < |f(z) — g(z)| + |g(z) — h(z)]
< sup |f(z) —g(z)|+ sup |g(z) — h(z)|
z€[0,1] z€[0,1]
=d'(f,9) +d(g,h)
= d'(f,h) <d'(f,g9) +d(g,h)

Not: Eger f ve g siirekli reel degerli iki fonksiyon ise d'(f,g) =
sup |f(z) — g(z)| degeri f ve g fonksiyonlarmin x = 0 ve = 1 dogru-
z€[0,1]
lar1 arasinda kalan grafikleri arasindaki dikey uzakhgm en biiyiigudiir.
Ornegin f, g€ X den alman f(z) = 1 — 22 ve g(x) = z? fonksiyonlar
arasindaki uzaklik

d'(f,9) = sup |f(z) - g(z)|

z€[0,1]

= sup |(1 —2?) —xQ‘
z€[0,1]

= sup }1 —2$2‘ =1
z€[0,1]
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3. Acik Yuvar Kavram

Tamim. (X, d) metrik uzay'mda zo € X ve € > 0 igin

Bi(zo,e) = {z € X : d(z,zq) < e} kiimesi ile tanimlanan By(zo, €), zo
merkezli, € yarigaph agik yuvar,

Bj[zro,e] = {x € X : d(x,x0) < e} kiimesi ile tanimlanan By [xo, €], zo
merkezli, € yaricaph kapali yuvar,

Sa(zo,e) = {x € X : d(x,z0) = e} kiimesi ile tanimlanan Sy (zo, €), z¢
merkezli, € yarigapli yuvar yiizeyi)

olarak isimlendirilir.

Tanimlardan agiktir ki (X, d) metrik uzay'mmda xo € X ve € > 0 i¢in

i) Sd(xo,f) = Bd [:C(),E] N Bd($0,€),

ii) d(zo,x0) =0 < e = (20 € Ba(xo,€)) A (xo € By [z,¢])

iii) Sd(xo,é‘) = @

olabilir.

Ornek. d ayrik metrik olmak iizere (X,d) metrik uzay1 gozoniine
alinsm. zg € X ve ¢ > 0 i¢in By(xo,¢), Bg[zo,¢], Sa(xo, ) kiimelerini
belirleyiniz.

Cozlim.

Her z,y € X igin d(z,y) = 0 veya d(z,y) = 1 gegerlidir. Bu durumda
e>1lise Vo e X N\ {zo} icin

dx,zg) =1<e¢

= (y € Bg(zo,e) =€ X ~{zo} C By(zo,¢)) A (z € By(xo,¢))

= X - Bd(wo,E)

= Bd(xo,é) =X

gergeklendiginden
{zo} ,0<e<1ise
By(xg,€) =
a(@0,€) {X ,€>11ise
gecerlidir.
o} ,0<e<1ise
Balao.e] = { U4 .
X ,€>1ise
ve
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X =1i
Sa(xo,€) = { S oo} e >
0 ,€ # 1 ise
gegerlidir. O halde (X,d) metrik uzayinda € # 1 ise Sy(xg,c) = 0

gecerlidir.

Ornek. R iizerinde, z,y € R i¢in d(z,y) = |xr —y| ile tanimh
standart metrik gozoniine alinsin. zyp € R ve ¢ > 0 i¢in By(zo,¢),
By [xo, €], Sq(xo,e) kiimelerini belirleyiniz. z,y € R igin (z,y) (C R)
bir agik yuvar midir?

Cozium.

Bi(zg,e) ={z € R:d(z,x0) = |x — zo| < &}
={reR:—e<z—129<e€}
={reR:zxp—e<x<z0+¢}

= (330—57$0+5)

Bgilzo,e] = {x € R:d(xp,z) = |z — x| < &}
={reR:—<e<z—29<¢}
={reR:ixg—e<z<x0+¢}

= [x0 — €, 20 + €]

Sq(zo,e) ={x € R:d(xg,x) = |z — 20| = €}
={reR:x—xyLe}
={reR:x=x9te}
={xg—e,x0+¢}

gergeklenir. [

x,y € Rvex < yigin By(

zty ly—zl\ _ (z+y _ |ly—z| z+y | |ly—z) _
2 2 )_ + -

(x,y) gegerlidir.
Aligtirma. R? iizerinde a = (ag,a2), cin de ((x1,72), (y1,%2)) =

\/(:Jcl —y1)? + (22 — yo)? ile tammh Oklidyen metrige gére a = (a1, az) €
X vee > 0icin By, (a,e), Bq, [a,¢], Sq,(a,e) kiimelerini belirleyiniz.
Cozium.

By, (a,e) = {(z1,22) € R? :d, ((x1,x2), (a1, a2)) < e}
= {(xl,xg) € R? :\/(1‘1 - CL1)2 + (9 — a2)2 < E}

= {(xl,xg) eR?:(z — a1)2 + (a2 —a2)2 < 82}
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= {(13171132) ER?:(z1—a1)’ + (w2 — a2)” < 82}

= {(ml,xz) € R? :\/(:cl —a1)? + (z2 —az)? = 5}
= {(xl,xg) eR?: (2, — al)2 + (w2 — 02)2 = 52}

Bu {i¢ metrige gore diizlemde orjinin birim yarigapli acik yuvarlari
sirastyla
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4. Komsuluk Kavrami

Tanim. (X,d) bir metrik uzay ve z € X olsun. Bir

U(C X) kiimesi eger 3¢ > 0 : By(z,e) C U gergekleniyorsa x
noktasinin komsulugu olarak adlandirilir.

Ornek.

a) R iizerinde x,y € Rigin d(z,y) = |x — y| metrigi gdzoniine alinirsa

i) (x,y) agik araligi noktalarimin her birinin bir komgulugudur.

ii) R reel sayilar kiimesi noktalarinin her birinin bir komgulugudur.

ili) [x,y] kapali aralig1 (x,y) acgik araligimin her bir noktas: igin bir
komguluktur.

iv) N | Z ve Q kiimeleri noktalarmin hig biri i¢in bir komsuluk degildir.

b) R iizerinde ayrik metrik gézoniine alinirsa R nin her A C R alt
kiimesi noktalarinin her birinin komsgulugudur.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay olsun. N C X alt kiimesinin p € X
noktasmin komsgulugu olmasi igin gyk bir By(x,e) agk yuvarimn p €
Bg(z,e) C N gergeklenmek iizere var olmasidir.

Ispat. N C X alt kiimesi p € X noktasinin komsulugu olsun. Bu
durumda Je > 0 : p € By(p,e) C Ngergeklenir, yani p € X noktasini
igeren By(p, ) agik yuvart N de kapsanmak tizere vardir.

Tersine p € N olsun ve bir By(x,¢) agk yuvart p € By(x,e) C
N de gergeklenmek {izere var olsun. pmerkezli bir agik yuvarin N de
kapsanmak tizere var oldugunu gostermeliyiz.

p € By(z,e) = d(z,p) < e gegerlidir. Bu durumda 0 < ¢ — d(z, p)
gecerlidir.

g1 = ¢ —d(xz,p) olsun. e > 0 dir. y € By(p,e1) = d(y,p) <
e1gegerlidir. Bu durumda agagidakiler gegerlidir:

d(y,p) <e1= d(y,p) <e—d(z,p)
= (d(z,y) £)d(x,p) +d(y,p) <e
=d(z,y) <e
=y € By(z,¢)
By(p,e1) € By(z,e) C N
Yani N, p nin komsulugudur.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay, v € X olsun. Ny ise x noktasinin
tim komsuluklarinin ailesi olsun. Bu durumda asagidakiler gegerlidir:
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a) N1, No E./\/’xéNlﬁNQ GNI
b) (NeEN)A(NCM)= MEeN,

Ispat. a)

N1, Ny € N, = Jde1,69 >0 (Bd(a:,sl) - Nl) A (Bd(x,sg) - NQ)

(e =min{e1,e2} = (By(z,e) € N1) A (Bg(z,e) C Na))
= By(z,e) € N1 N Ny
N1 NNy e N,
(NeN;)=3e>0:By(r,e) CN(CM)M e N,
= By(z,e) C M

= M e N,
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5. Acik Kiime ve Topoloji Kavrami

Tanim. (X,d) bir metrik uzay olsun. U C X alt kiimesi noktalariin
her birinin komsulugu ise acik kiime olarak isimlendirilir. Denk olarak,
her bir x € U igin e, > 0 : By(x,e,) C U gergeklenirse, U C X alt
kiimesine acgiktir, denir.

Ornek.

a) R iizerinde x,y € Rigin d(z,y) = |x — y| metrigi gdzoniine alinirsa

i) Eger A = (0,1) agik kiimedir. (0, 1], [0,1) veya [0, 1] acik kiime
degildir.

ii) z € R i¢in {z} acik kiime degildir.

iii) N ,Z veya Q agik kiime degildir.

iv) R\ Q, agik kiime degildir.

b) X iizerinde ayrik metrik gézontine alinirsa X nin her A C X alt
kiimesi agik kiimedir. Ozel olarak Va € R igin {z} agiktir.

c) X = [0,1) lizerinde z,y € X i¢in d(x,y) = |z —y| metrigi
gozoniine alinirsa 0 < a < 1 i¢in [0, a) agik kiimedir.

d) X = Q iizerinde z,y € X i¢in d(z,y) = |z — y| metrigi gdzoniine
alinirsa

dl) X = Q agik bir kiimedir.

1

1_ 1
d2) A= {1,%,%,...,%,...} agik kiime degidir. *—*+ = 2n($+1) =e

icin By(1,e) Z A

Tanim. (X,d) bir metrik uzay ve F C X olsun. Eger F kiimesinin
tiimleyeni X \ F agik alt kiime (ya da kisaca agik kiime) ise F' kiimesi
kapali kiime olarak isimlendirilir.

Teorem. Her (X, d) metrik uzayimda X ve () agiktir.

Ispat. z € X olsun, Ve > 0 icin By(z,e) C X gegerli ve bu Vo € X
i¢in dogru, o halde X agiktir. Eger () agik degil ise bir 3z € @) : Ve >
0 i¢in By(z,e) ¢ 0 gergeklenir. Ama z ¢ 0, celigki yakaladik. §) agik
kiimedir.

Not. X ve () birbirlerinin biitiinleyenleri oldugu i¢in aym zamanda
kapalidirlar.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay ve y € By(z,¢) ise 36 > 0: By(y, )
C By(z,¢e), yani (X, d) metrik uzaymda her a¢ik yuvar agik bir kiimedir,
yva da her agik yuvar noktalarinin her birinin bir komsulugudur.

Ispat. y € By(x, <) olsun.

y € By(z,e) = d(z,y) <e=¢e—d(z,y) >0

§ = e — d(=,y) tammlayalm.
Iddia: By(y, ) C By(z,e¢).
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z € By(y,0) igin z € By(z,e) gergekleniyor mu?
z € By(y,0) = d(z,y) <0 =¢ —d(z,y)
= d(z,y) <e—d(z,y)
= d(z,y) +d(z,y) <e

d(z,2) < d(z,y) + d(z,y) oldugundan d(z,z) < € yani z € By(x,¢)
elde edilir. O halde By(y,d) C Bg(x,e) gergeklenir.[]

Teorem. (X, d) bir metrik uzay vey € X vee > 0 > 0ise By(y, ) C
By(y, €) gegerlidir.

Ispat. z € By(y,d) = d(z,y) < 0 < e = x € By(y,¢) gegerlidir. O

Tanim. (X, d) metrik uzayman biitiin agik alt kiimelerinin toplulugu
T4, X iizerinde d tarafindan iiretilen topoloji olarak isimlendirilir.

Teorem. (X, d) metrik uzayinin biitiin agik alt kiimelerinin toplu-
lugu 74 icin agagidaki ifadeler dogrudur:

(i) @ ve X agik kiimelerdir

(ii) Eger Vo € A igin U, agik ise | J,cp Ua agiktir. (Diger bir deyisle
her agik kiime ailesinin birlegimi agiktir.)

(iii) Eger ¢ € {1, ...,n} i¢in U; ler acgik ise, (), U; agiktr.

ispat.

(1) Bir metrik uzayda U kiimesi agik ise Va € U, 3e, > 0 : By(z,e,) C
U gerceklenmeli, ) un agik olmamasi bu kosulu bozan bir elemanin
varhigini gerektirir, ama () un hig bir elemani olmadigindan kosulu bozan
bir elamani da yoktur. O halde § aciktir. Vo € X ve Ve, > 0 igin
({z} ©) By (x,e,) C X dogrudur, yani X agiktir.

(ii) Eger x € [Jyen Ua ise bu durumda 3oy € A: x € Uy, gegerlidir.
Ua, acik oldugundan bir e, > 0, By (z,e,) C U,, gerceklenmek iizere
vardir. Us, € U,ea Ua oldugundan

l?d(x,sx) Q;LQU C LJ Ua.
aEA

gergeklenir, dolaysiyla (J,c 4 Ua agiktir.

(iii) z € N, Us ise Vi € {1,...,n} i¢in « € U; dir ve her bir U;
acik oldugundan Je,;) > 0: Bq (z,€,¢)) € Us, Vi € {1,...,n} igin
gergeklenir. ¢ = min {%(i) ci€{l,..,n}} almrsa, Vi € {1,...,n} i¢in
By (x,65) € Ua; = Ba(w,e5) C (Vi Ui gergeklenir. Yani (7_, U;
agiktir.

Uyart: a) Bogtan farkli bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir 7 (C (X))
ailesi yukaridaki ii¢ kosulu gercgeklerse bir topoloji olarak isimlendirilir,
lizerinde 7 topolojisi verilmig X kiimesi ile birlikte bu topolojik uzay
(X, 7) ile gosterilir.

b) (X, d) metrik uzayimn biitiin agik alt kiimelerinin toplulugu 74 =
{U C X : U, (X,d) uzayinda agik} topolojisi metrik topoloji veya d metriginin
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belirledigi topoloji olarak isimlendirilir. (X, 74) uzayma metrik topolojik
uzay denir.

¢) 7 topolojisi ile X iizerinde d metriginin tirettigi 74 topolojisi esit
ise (X,7) topolojik uzayr metriklenebilir topolojik uzay olarak isim-
lendirilir.

Aligtirma. R dzerinde mutlak deger metrigi gézéniine alinsin..

11
= =) =10y
N
Coziim. {0} € N (—2,2) agktur.

n?
neN

x #0 (z ¢ {0}) farzedelim. Bu durumda

Yani R\ {0} CR\ < N (-1, 711)) gecerlidir. Buise ) (-1,1) c

neN neN
{0} demektir. Sonugta () (—2,1) = {0} elde edilir. O
neN

Teorem. R iizerinde z,y € R igin d(x,y) = |z — y| metrigi gézoniine
alinirsa VG € 74\ {0 }sayilabilir sayida ayrik acgik arahgin birlegimidir.

Ispat. G € 75\ {P}olsun. z € G olsun. G agik oldugundan z, G de
kapsanan siirh agik bir araligin merkezidir. I, G de kapsanan ve x nok-
tasini igeren agik araliklarin birlesimi olsun. Bu durumda agagidakiler
gecerlidir:

i) I, x noktaswni igeren ve I, € G gergekleyen bir agik araliktir (Eger

{I;};cn reel eksen iizerinde araliklarmn (1) I;# (0 gercekleyen bostan
€N
farkli bir ailesi ise |J I; de bir araliktir.)
€N

ii) I, = noktasim igeren her agik araligi kapsar ve ve I, € G dir.

iii) Eger y € I, ise I, = I, dir.

iv) z,y € G, x # y ise ya I, = I, veya I, N I, = () gergeklenir, ¢linki
dz € I, N I ise bu durumda

(z € ly)N(z €1y)
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=1, =1,

Simdi x € G noktalarina karsi gelen biitiin farkli I, kiimelerinin

ailesine Gdiyelim. Bu durumda G,G = |J I gercekleyen ayrik agik ar-
Ieg
aliklarin ailesidir. G ailesinin sayilabilir oldugunu gostermeliyiz. Gg

, G de kapsanan rasyonel sayilarin kiimesi olsun. Gg# (gecerlidir.
f : Gg — G fonksiyonu x € Ggicin f(z) = I, ile tammlansin. Bu
durumda f fonksiyonu iyi tanimhdir, ¢linkii her x € Gg icin G de tek
bir I, kars gelir (G de farkh araliklar ayni rasyonel sayiy1 iceremez.)
Ayrica f G deki her bir aralik Gg da bir rasyonel say1 icerdiginden
tizerinedir. G kiimesi sayilabilir oldugundan G sayilabirdir.

Ornek. Her (X, d) metrik uzaymda 2,y € X ve y #x = 3 > 0 :
Bg(z,e) N By(y,e) = 0 gergeklenir.

y # x = d(z,y) > 0, e = d(z’y) i¢cin Bg(z,e) N By(y,e) = 0
gerceklenir. Aksi durumda

Jz € By(x,e) N By(y,e) = (d(z,2) <e) A (d(y, 2) <€)

= d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <2 =d(z,y)

celigkisi elde edilir.
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6. Denk Metrik Kavrami

Tanim. Bir X (# ()) {izerinde iki farkli metrik aymi topolojiyi iiretirse
bu metrikler denk metrikler olarak isimlendirilir.

Teorem. p ve d ayn1 X kiimesi iizerinde iki metrik olsun. k1 , ko > 0
reel sayilarn her z,y € X i¢in k1.p(z,y) < d(z,y) < ko.p(z,y) gercek-
lenmek iizere varsa, X iizerinde p ve d metrikleri denk metriklerdir.

ispat.

U kiimesi (X, d) metrik uzayinda agik = € U olsun, bu durumda bir
e >0, Bi(z,e) CU olacak sekilde vardir.

Iddia: B, <:n, l:) C By(z,e)? Keyfiy € B, <:n, l:) icin
2 2

g g
y € B, <$k2> = p(z,y) < o
g

kO

= d(z,y) < ka.p(x,y) < ko.

gegerli oldugundan y € By(z, €) ve y keyfi oldugundan B, (x, ]:) -
2

Bji(z,¢e) elde edilir. Bu durumda U, (X, p) metrik uzayinda agik bir
kiimedir, yani d metriginin iirettigi topoloji 74, p metriginin tirettigi
topoloji 7, nun bir alt ailesidir 74 C 7, gecerlidir.

V kiimesi (X, p) metrik uzaymda agik x € V olsun, bu durumda bir
e>0, By(x,e) C V olacak sekilde vardur.

ek1 = €* icin By (x,e%) C By(x,¢)?

Keyfi y € By (x,€*) igin

y € By(x,e") = d(z,y) < &
= kip(z,y) < d(z,y) <&
= kip(z,y) <e*
1, 1
= p(z,y) < k—la = k—lskzl =c
=y € By(z,¢)

gegerli oldugundan y € B,(x,¢) ve y keyfi oldugundan By (z,£*) C
B,(x,¢) elde edilir. Bu durumda V, (X,d) metrik uzayinda agik bir
kiimedir ve 7, C 74 gerceklenir.

Sonugta 7, = 74 dir.0J

Tanim. (X, d) metrik uzayinin bir A C X alt kiimesinin d metrigine
gore smmirh olmasi i¢in gyk A = () olmasi1 veya bir M > 0 reel sayisinin
her z,y € A igin d(x,y) < M gergeklenmek {iizere var olmasidir. X
kiimesi tizerinde tanimli bir d metriginin sinirli metrik olmasi igin gyk
X kiimesinin d metrigine gore sinirli olmasidir.
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Teorem. Her metrigin denk oldugu bir sinirli metrik vardir. Yani
eger (X,d) bir metrik uzay ise X {izerinde bir p sl metrigi 75 = 7,
gergeklenmek {izere vardir.

Ispat. (X, d) bir metrik uzay, her z,y € X icin p(z,y) = min {1, d(z,y)}
olsun. p nun smirh metrik oldugu agiktir. 7, = 7, oldugunu gosterecegiz.

Uer,olsun. pe U, e >0 By(p,e) C U gergeklenmek iizere vardir.

= ¢ ve x € By(p,d) olsun. Bu durumda d(x,p) < 0 ve . p metriginin
tammindan p(z,p) < d(z,p) dolayisiyla p(x,p) < 0 = ¢ ve By(p,d) C
B,(p,e) C U gergeklenir, U € 74 dir.

pEV €1y = 3e>0: Bylp,e) CV dir. Simdi v = min{1,e} ve
x € B,(p,7) olsun. € < 1 ve € > 1 durumlarini ayr ayr1 irdeleyecegiz.

i) e < 1ise v = € ve dolaywisiyla p(z,p) < v = p(x,p) = d(z,p)
gerceklenir. O halde d(z,p) < v = ¢ ve boylece x € By(p, e) gegerlidir.

ii) Eger e > lisey = 1 dir. « € B,(p,7), min {1, d(z,p)} = p(x,p) <
~v = 1 yine p(z,p) = d(z,p) olur, boylece d(z,p) < v =1 < € gegerlidir.
Bu durumda B,(p,v) C Bgq(p,e) CV =V er,

Ornek. d., di ve ds metrikleri R? iizerinde denk metriklerdir,
gosterin.

Qoziim. T = (z1,72), ¥ = (y1,y2) € R? olsun.

21— 1 £ /(21— 00)” + (@2 — o)

ve

w2 — ya| = \/(1’1 —y1)” + (22 — go)°

oldugundan

doo(fvy) = doo((l'l,l'Q), <y17y2>)
= max {|r1 — y1], T2 — y2|}

< d(@7) = /(o1 — 9% + (22 — 1o)?

esitsizligi doo(Z,y) < de(T,7y) verir.

de(f,@) é de(T> (yl,xQ)) =+ de((ylvl?)vg)
— (@1 — 90)? + (w2 — 22) (51— 90)? + (22— )’
= (o - 30)* + (w2 — )’

= |z1 —y1| + |z2 — y2| = d1(T, Y)
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sonugta d.(7,7) < d1(T,7) gegerlidir.
di(z,7) = |71 — v + |z2 — 2
—_——— ———

Smax{|z1—y1],|z2—y2|}  Smax{|z1—-y1],|z2—y2|}

< 2.max {|ry — y1],|z2 — y2|} = 2.do(T,7)

Sonugta doo (Z,7) < de(T,7) = di(Z,7) £ 2.do (T, ) gegerlidir.
Aligtirma. d bogtan farkh bir X kiimesi iizerinde bir metrik olmak

. dlz,y) . e
iizere x,y € X igin p(x,y) = ——————— ile tanim p metrigi gozoniine
y ¢in p(z,y) 1+ d(x, ) p gig

alinsin. d ve p X {izerinde denk metrikler midir?
Cozim. U, (X, d) metrik uzaymda agik bir kiime, € U olsun. Bu
durumda 3r > 0: By(z,r) C U gergeklenir. Fakat her z,y € X ver > 0

icin

d(z,y) r
T+ d(z.y) < T = rd(z,y) +d(z,y) <rd(z,y)+r
=d(z,y) <r

r
= Bp (.f, 1—1—7”) g Bd(.I,T) g U

gergeklendiginden U, (X, p) metrik uzaymnda agiktir.

Tersine U, (X, p) metrik uzayinda agk bir kiime, € U olsun. Bu
durumda bir r > 0, B, (x,r) C U gergeklenmek iizere vardir.

Duruml. r < 1 ise bu durumda her x,y € X icin

d
. (z,y)

d
(:(:,y)<1_r 1+d(z,y

7= plz,y) <r
olur, ¢iinkii
d(z,y) < #_T = d(z,y) —rd(z,y) <r
=d(z,y) <r+rdlx,y) =r(1+d(z,y))

dz,y)
T+da,y) plz,y) <r

gergeklenir. Boylece By (x, | ! ) C By(x,r) C U gergeklenir

d
Durum?2. r > 1ise bu durumda her z,y € X i¢in M <1<r
1+d(x,y)
ve dolayisiyla B, (x,7) = X olur ki bu da U = X olmasin1 gerektirir.

O halde her iki durumda U, (X, d) metrik uzaymda agiktir.
Ornek. x = (1, ..., 20), y = (Y1, .-, Yn) ER™ i¢in doo (x,y) = /magz |z — Y
<k<n

ile tanimli do, fonksiyonu R™ iizerinde bir metriktir, gosterin.
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1

d ve dp (dp(x, y) = <2:1 |lz; — yi’p> p) R"™ iizerinde denk metrik-

tir, gosterin.
Coziim. a)i) X = (21, ..., Tn), Y = (Y1, .-, Yn) ER™ olsun. Vi € {1,...,n}

i¢in |z; — y;| > 0 oldugundan du(x,y) > 0 dir.
i) x =(x1,..., ), y = (Y1, ..., Yn) ER™ olsun.

X=y = do(x,y) = {gggﬂ!wk —yk| =0

doo(x,y) =0=VEk e {l,...,n} i¢in |z —yp| =0=>x=y

iii)

doo(X,y) = maz |o —yx| = maz |yp — zx| = doo(y, x)

dP(X7 y) = dp(Ya X)

2 Zn) Y = Y1,y Yn) 2 = (21, ..., 2n) ER™ olsun.

iv) x = (1, ...

lve — 21| = |2k — il + lye — 21l
§ dOO(X7Y) + dOO(yu Z)

= doo(%,2) = doo(X,y) + doo(y, 2)
b) ds ve d,, R™ tizerinde denk metrik midir?

Vk € {1,...,n} i¢in

e — ukl” £l — vl = (dp(x,y))

i=1

D=

= (|ox — )7 < ((dy(x, 7))

= |z — il = dp(x,y)

Son ifade {izerinden maksimum alinirsa

doo(X,y) = mag |z, —yx| < dp(x,y)

elde edilir.
Vk e {1,...,n} i¢in
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P < Py — P
lz) — Y| =12,?§n(‘$k ykl”) = (do(x,Y))

gergeklenir. k lizerinden toplam alimip p-yinci kok alinirsa

D k= yil?) £ ne (doo(x,y))
k=1

1
n P .
k=1

O halde dy ve d, R™ iizerinde denk metrikdir.
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7. Uzakhik ve Cap

Tanim. (X, d) metrik uzaymim bir A C X alt kiimesinin d metrigine
gore smirh olmasi i¢in gyk A = () olmasi veya bir M > 0 reel sayisinin
her z,y € A igin d(x,y) < M gergeklenmek {iizere var olmasidir. X
kiimesi tizerinde tanimli bir d metriginin sinirli metrik olmasi igin gyk
X kiimesinin d metrigine gore sinirli olmasidir.

Tanim. (X, d) metrik uzay, A, B C X i¢in A ve B arasindaki uzaklik

dist(A, B) {oo VA= @Veya.B =0 ise
inf {d(a,b) :a € A,be B} A+#(+# B ise

ile tanimlanir. dist(a,b) = d ({a},{b}) dir. dist(z, A) =d ({z},A).

Teorem. A, A*, B C X igin agagidakiler, gecerlidir:

a) dist(A, B) = co <= A = () veya B = {).

b) dist(A, B) = dist(B, A)

c) AC A* =dist(A*, B) < dist(A, B)

d) ANB # 0 = dist(A,B) =0

Ispat. a) Tanimdan aciktir.

b) A = (veya B =0 ise dist(A, B) = co = dist(B, A) gegerlidir,

A#Dve B#(ise

dist(A, B) = inf {d(a,b) : a € A,b € B}

=inf{d(b,a):a € A,b € B} =dist(B,A)

¢) A = () ise her durumda dist(A*, B) < oo. B = () ise dist(A*, B) =
oo = dist(A, B)
A# () ve B#0ise

dist(A*, B) = inf {d(a*,b) : a* € A*,b € B}

<inf{d(a,b) :a € A,b € B} = dist(A, B)

gecerlidir.

d) a € AN B ise dist(A, B) < d(a,a) = 0 dolayisiyla dist(A, B) =0
(I

Ornek. R? iizerinde Oklidyen metrik verilsin. A = {(z,y): 0 <2 < 1,0 <y < 1},
B={(z,y):2<2<3,0<y<1},C={0,0}D={(33)} olsun.
Bu durumda dist(A, B) = 1, dist(A,C) =0

, dist(C, B) = 2, dist(D, A) = 0, dist(D, B) = 3 gerceklenir.
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Tanum. (X,d) metrik uzay A £ X olsun. A nin 6(A) veya cap (A)
ile gosterilen ¢ap1 x,y € A olmak iizere d(z,y) uzakliklarinin en kiigiik
iist siniridir, yani

0(A) = cap (A) = sup{d(z,y) : v,y € A}

ile tanimlidir. Cap1 sonlu olan kiimeler sinirl kiime olarak isimlendirilir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = |z —y| metrigi
gozoniine alinsim. [0, 1] araligi bu metrik uzayda simrhdir.

B (0,1)agik yuvari sinirhdir.

(=00, 0] yar1 dogrusu smurh degildir.

Tamm. (Y, p) metrik uzay olmak {izere, bir f : X — Y fonksiyonu
f(X) smurh ise sinirh fonksiyon olarak isimlendirilir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = |z —y| metrigi
gozoniine almsm. f(z) = 22 ile tammh f : R — R fonksiyonu R yi
[0,00) a resmeder dolayisiyla fonksiyon smirl degildir.

f(z) = sinx ise R yi [—1, 1] araligina resmeder dolayisiyla fonksiyon
sinirlidir.

Teorem. X keyfi bir kiime (Y, p) metrik uzay olmak {iizere, biitiin
f+ X — Y smurh fonksiyonlarinin kiimesi ® (X,Y") tizerinde d (f,g) =
sup{p (f(x),g(x))} bir metriktir.

ispat. fveg, X den (Y, p) metrik uzayma simirli fonksiyonlar olsun.
Bu durumda

d(f,9) = sup{p(f(z),9(x))}

sinmirhdir?
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a € X olsun. Bu durumda

p(f(x),9(x)) < p(f(2), f(a)) + p(f(a),g(x))

< p(f(2), f(a)) + p(f(a),g(a)) + p(9(a), g(x))
gerceklenir. Dolayisiyla

d(f,9) = cap[f(X)] + p(f(a), 9(a)) + cap [9(X)]
gecerlidir, yani d sinirhidir.
i) Her f,gicin d(f,g) 20

ii) d(f,9) =0=f=g7
Gergekten sup {p (f(x),g(x))} =0 = her z € X icin f(z) = g(x).

f=g<:>d(fag):0
iii) d (f,9) =d (g, f)

iv)
d(f,g) =sup{p(f(x),g(x))}
< sup [p (f(2), h(z)) + p (h(z), 9(z))]
s sup[p (f(2), k()] + sup[p (h(z), g(2))]

=d(f,h) +d(h,g)

Teorem. (X,d) metrik uzay A, B € X olsun.

a) A#0,B+#0ve AC Bise ¢gap(A) < ¢ap (B) dir.

b) AN B # 0 ise ¢ap (AU B) < ¢ap (A) + ¢ap (B) gegerlidir.
ispat. a) z,y € A olmak tizere

6(A) =cap (A) = xS;tEpA {d(z,y)}

gegerlidir. A € B oldugundan

cap (A) = sup {d(z,y)} = sup {d(z,y)} = cap(B)
z,y€A z,yeB

b) A ve B arasindaki uzaklhigin

dist (A, B) =inf {d(a,b) :a € A,b € B}
oldugunu biliyoruz. (X,d) metrik uzay A, B € X ise

gap (AU B) < ¢ap (A) + gap (B) + dist (A, B)
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gegerlidir, ama dist (A, B) = 0 oldugundan

cap (AU B) = ¢ap (A) + cap (B)
gergeklenir. Ciinkii A € B ise AU B = B ise

cap (AU B) = ¢ap (B)

= ¢ap (AU B) < ¢ap (B) + ¢ap (A)
BC Aise AUB = A ise

cap (AU B) = cap (A)

= ¢ap (AU B) < ¢ap (A) + ¢ap (B)

x,y € AU B keyfi segilsin.
Durum 1.
Eger z,y € A(C AU B) ise d(x,y) < ¢ap(A) dolayisiyla d(z,y) <

¢ap(A) + ¢ap(B)
Durum 2.
Eger z,y € B(C AU B) ise d(z,y) < ¢cap(B) dolayisiyla

d(z,y) = cap(B) + ¢ap(A)

Durum 3.
Eger z € A y € B ise AN B # () oldugundan

Jue ANB=(uc A)A(ueA)

= d(z,y) < d(z,u) + d(u,y)

s sup {d(z,u)} + sup {d(u,y)}
T, u€A u,yeB

= cap(A) + ¢ap(B)

dolayisiyla

d(z,y) < ¢ap(A) + ¢ap(B)

cap(AUB) = sup {d(z,y)} = ¢ap(A) + cap(B)
z,ye AUB
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w

8. ig Kavrami

Tanum. (X, d) metrik uzayinda A & X olsun. €4= {U € X : U agikve B £ A}olsun.
0 €€y = Ca+#0 gegerlidir. A= |J B olsun. Bu A da kapsaman en
Be€,

biiyiik agik kiimedir. fi, A nin igi olarak isimlendirilir.

Teorem. (igin karakterizasyonu) (X,d) metrik uzay, A & X
olsun.

x € Aigin gyk 3¢ > 0: By(z,e) C A gergeklenmesidir.

ispat. ) )

(=) z € Aolsun. Tamimdan A agik oldugundan Je, > 0 : By(z,e,) C
A€ 4y

=By(x,e,) & Agergeklenir.

(<) e > 0 : By(x,e) C A gergeklensin. Bu durumda By(z,¢) €
€= By(r,e) SAC A

gercgeklenir.

Uyari. a) (X, d) metrik uzaymda A € X igin A° kiimesinin eleman-
lar

A nin i¢ noktalar: olarak isimlendirilir:

A°={r € A:3c>0:By(z,e) C A}.

b) A = A° ise yani A min her bir noktas: i¢ nokta ise A kiimesi X in
acik alt kiimesi olarak isimlendirilir.

Teorem.

i) A, A da kapsanan en biiyiik acik kiimedir.

ii) A nmin agik olmasi i¢gin gyk A nin agk yuvarlarmn birlegimi ol-
masidir.

ispat. i) B C A ise B nin i¢ noktalar1 A nin da i¢ noktalaridir.
Dolayisiyla B - A gecerlidir. A nin her acgik alt kiimesi A de kapsanir

Metrik_Uzaylara_Giri___12.03.24.tex; 21/03/2024; 8:54; p.51



52

( B = B) ve A daki her agik yuvar A de kapsamr. Bu ise By(z,e) C A
iseBy(z,e) C A gegerlidir ve A agik kiimedir.

A=|J{z:3,>0,By(z,2,) C A} = | ] Ba(w,e) C A
€A T€A

x € By(y,0) = d(z,y) < d <e = x € By(y,e) gegerlidir.

ii) A acik bir kiime olsun. Bu durumda A nin her noktas: i¢ noktadir
ve A nin her bir x noktasi igin bir By(z, ;) agik yuvar By(z,e,) C A
da gergeklenmek tizere vardir. x € By(z, ;) oldugundan

A= J{z} < |J Balz,ex) € A

z€A TEA

Teorem. (X, d) metrik uzay A, B < X ise bu durumda

a) AC B= A° C B°

b) (AnB) = A°NB°

¢c) (AUB) 2 A°UB°

gegerlidir. )

Ispat. a) x € A= 3¢ > 0: By(z,e) C A C B=By(z,e) C B=x €
B=A° C B°

b) z € (ANB)°= Je > 0: By(z,e) CANB

:>(Bd(x7€) - A) A (Bd(x7€) - B)

:>(x€fi> A (mEé):xéAoﬂBo

=(ANB)° < A°N B°(1)

yEAoﬂB°:><$€fi) A <xEB)

=(3e1 > 0: By(y,e1) € A) A (Jeg2 > 0: By(y,e2) € B)

a:migﬁl,EQ}Bd(% e) CANB=ye (AN B)°

=(ANB) S (ANB)°(2)

(1) ve (2) den esitlik elde edilir.

c)x e A°UB°=(zx e A°)V (z € B°)

= Je > 0: (By(z,e) C A)V(By(z,e) € B)

= (By(z,6) CAUB)= z €(AUB)’

=A°UB°C (AUB)

Uyar:. (AU B)o C A° U B°genel olarak dogru degildir.

R tizerinde x,y € R i¢in d(z,y) = |x — y| metrigi gdzoniine alinirsa,
A=(-1,0] ve B=[0,1) i¢in (AUB) = (-1,1),
A" = (-1,0), B" = (0,1) dolayisiyla

(-1,1) = (AUB)" € A°UB° = (-1,0) U (0,1)
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ir
er (X,d) metrik uzaymda x € X icin X ~\ {x} agiktir?
(Yani (X, d) metrik uzayimnda Vo € X igin {z} kapahdir).

Coztim. y € X N {z} isey # x = d(z,y) > 0veec = @ i¢in
By(z,e)NBy(y, €) = 0 gergeklenir, bu By(y,e) € X\ By(z,e) C X~ {z}
yani y € (X ~ {z})° verir.

({z} C By(z,e) = X \ By(z,e) € X ~ {z})
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9. Kapali Kiime

Tanim. (X,d) bir metrik uzay ve FF C X olsun. Eger F' kiimesinin
timleyeni X \ K agik alt kiime (ya da kisaca agik kiime) ise F' kiimesi
kapali kiime olarak isimlendirilir.

Teorem. (X,d) metrik uzayinda her By [z,¢e] kapali yuvar: kapal
bir kiimedir.

Ispat. X ~ By[z,e] = {y € X : d(z,y) > ¢} olur. y € X ~ By|z, €]
olsun. Bu durumda d(x,y) > ¢ oldugundan 6 = d(z,y) — ¢ > 0 olur.
Bi(y,6) € X \ Bg|z,¢] gecerlidir, gosterelim. z € By (y,d) olsun. Bu
durumda d(z,y) < 0 gegerlidir.

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <d(z,z)+ 6
gergeklendiginden
e=d(z,y) — 0 < d(z, 2)

gergeklenir. Buradan z ¢ By[z,e] = 2z € X \ Bg[z,e] olur. O
halde By (y,0) € X\ By |x,¢] gegerlidir, yani X \ By [z, €] acik By [z, €]
kapalidir. [J

Ornek. (X,d) ayrik metrik uzaymnda her A alt kiimesi hem agik
hemde kapalidir?

Coziim. Her € X i¢in By (x,1) = {z} oldugundan her z € A i¢in
Bg(xz,1) = {z} C A, yani A kiimesi dolaysiyla X in her alt kiimesi
agiktir. Bu durumda X ~ A C X oldugundan X ~\ A da agiktir, agik
kiimenin tiimleyeni kapali oldugundan X~ (X ~ A) = A kiimesi de
kapalidir. O halde ayrik metrik uzayda her alt kiime kapalidir. Sonugta
X ayrik metrik uzayinda her A alt kiimesi hem agik hem de kapalidir.

Teorem.(X, d) metrik uzay, gézénine alinsin.

a) Sonlu sayida kapali kiimeden olugan alt kiime ailesinin birlegimi
kapalidir.

b) Keyfi kapali kiime ailesinin arakesiti yine kapahdir.

Ispat. a) {F; :i € {1,...,n}} X de kapah kiimelerin sonlu bir ailesi
olsun. Vi € {1,...,n}icin CxF; X de agk yani CxF;€ 74 olsun. Bu

n n
durumda () CxF;€ mgolur, yani () CxF; agik dolayisiyla biitiinleyeni
i=1 i=1

1=

kapalidir. Cx <ﬂ BXFi> = UEXCXFi = UFZ kapalidir.
i=1 i=1 i=1

b) {F, : a € A} X de kapali kiimelerin A indis kiimesiyle indisli bir
ailesi olsun. Vo € A icin Cx F,, X de aciktir, bu durumda Uaea CxF,e
Td=> BX (UaEA EXFO‘) = maEA (EXCXFO‘> = ﬂaeA Foerg O

Teorem. (Kapal kiimenin Karakterizasyonu) (X, d) bir metrik
uzay, A C X olsun. Bu durumda A nin kapali olmasi i¢in gyk Va €
CxA,3e > 0: By(x,e) N A =10, gergeklenmesidir.
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Ispat. (=) A kapah olsun, keyfi z € CxA secilsin. Bu durumda
CxA = U agik kiime oldugundan Je > 0 : By(x,e) C U gergeklenir, bu
ise By(z,e)NAC (CxA) NA =0 = By(z,e) N A =0 demektir.

(=) Vz € xA,3e > 0: By(z,e) N A =0, gergeklensin. Bu Vx €
CxA,3e > 0: By(z,e) C Cx A demektir, yani Cx A acik, A kapahdir.

Ornek. Herhangi bir (X, d) metrik uzaynda her sonlu F = {z1, ...z, }
alt kiimesi kapahdir.?

Coziim. Yukaridaki teoremden hareketle Vo ¢ F igin 3¢ > 0 :
By(z,e) N F = () ger¢eklendigini gostermek yeterlidir.

x ¢ F olsun, bu durumda ¢; = d(z,z;) > 0 (i € {1,...,n}) gercek-
lenir. € = Zmin{e; : i € {1,...,n}} i¢in € > 0 dur.

Bu ise By(z,e) N F = () verir. O halde F kapalidir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R icin d(z,y) = |z — y| metrigi
gozoniine alinsi. Bu durumda [a, b], N, Z, [a, o) alt kiimeleri bu metrik
uzayda kapali kiimelerdir.

Ornek. (X, d) bir metrik uzay, A ise bu metrik uzayda kapal kiimelerin
ailesi olsun.

a) X,0 e A

b) hFheld= IMTUFe A

c) {Fatpen CA= ﬂ F, € A gergeklenir mi?

aEA

Coztim. b)

Fi, Fy € AN x € CX (Fl UFQ)

= (361 >0: Bd(:v,el) Nk = (Z)) A (362 >0: Bd($,€2) Nk, = @)

gergeklenir. € = min {e1, &2} i¢in By(x,e) N (Fy U Fy) = () gegerlidir,
yani Fy U Fy € A dur.
c)

xeﬂx<ﬂFa>:>Ela*€A:L‘§§Fa*(EA)

aEA

= de >0: Bd(.%‘,é) - CxFa* - CX (mFa)

aEA

= By(z,e) € bx ( ﬂ Fa)

a€cA

;»Bd(x,g)m<ﬂFa>_@;» [Fac A

aEA a€EA
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10. Kapanig

Tanim. (X,d) bir metrik uzayimmda A C X igin A kiimesini igeren
kapali kiimelerin arakesiti (=en kiigiik kapali iist kiimesi) A , A
nin kapamsidir ve her A C X icin A C A gecerlidir.

Onerme. (X, d) bir metrik uzaymmda A, B C X icin

a)AC Bise ACB

D) A=A

c) AUB=AUB

gecerlidir.

ispat.

a) AC BolsunveCy = {K : A C K ve K kapali} olsun. (A C B C B) A(B
kapall) == BeCysve A= (| KCB= ACB.

KeCy
b) A C A C Ave A kapah oldugundan (Z g) A= | KCA=
KeCx

|

A=
c)

verir. AUB C AU B yani, AUB (€ Caug) hem A hem de B yi kapsayan

kapaly
kapali bir kiime, bu durumda

AUBCAUB= () KCAUB ()
KeCaun

(*) ve (**) dan egitlik gelir. O

Teorem. (Kapanmisin Karakterizasyonu) (X, d) bir metrik uzay,
A C X ve z € X herhangi bir nokta olsun. Bu durumda z € A olmasi
i¢in gyk ,Ve > 0: By(x,e) N A # () olmasidir.

Not: x € X noktast Ve > 0 : By(z,e) N A # 0 gergekliyorsa
kapanis noktasi olarak isimlendirilir, A bu kosulu saglayan noktalarin
kiimesidir.

Ispat. (=) z € A4 olsun. 3¢ > 0 : By(z,e) N A = 0 gerceklendigini
farzedelim. Bu A C Cx By(z, ¢) olmasi demektir. M = Cx By(z, €) olsun.
Bu durumda M kapalidir ve

ACM=ACM=M
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= AN Bd($,€) CMnN Bd(:c,a) = Cde(x,E) N Bd($,€) =0

jZﬂBd(x,€) =0

gerceklenir. ¥ € AN By(z,¢) oldugundan bu miimkiin degildir. Bu
geligki ,Ve > 0 : Bg(x,e) N A # () oldugunu gosterir.

Tersine Ve > 0 : By(z,e) N A # () gergeklensin. # € A oldugunu
gosterelim.

KeCy
gergeklenir, z € CxK* ve CxK* aqiktir, 3¢ > 0 : By(z,¢) € CxK*
gecerlidir. O halde

r ¢ A <: N K) farzedelim. Bu durumda 3K* € C4 :x ¢ K*

K*NBy(z,e) CK*NCxK* =10

= AN By(z,e) C

() K| NBa(z,e) C K* N By(z,2) =0
KeCy

ve dolayisiyla A N By(z,e) = 0 olur ki bu da miimkiin degildir. O
halde z € A dur.

Tanim. (X, d) bir metrik uzay r € X, AC X olsun. z € 4, ¢ >0
keyfi By(z,e) N A # () olsun, olasi iki durum vardur:

i) 3¢ > 0 : By(x,e) N A = {z} , bu durumda z noktas1 A nin izole
noktasi olarak isimlendirilir.

ii)Ve > 0 : Bg(z,e) N (A\{z}) # 0 bu durumda z noktas1 A nin
yigilma noktasi olarak isimlendirilir. A nin yigilma noktalarimin kiimesi
A’ ile gosterilir, ve A nin tiirev kiimesi olarak isimlendirilir. Dolayisiyla
A = AU A gecerlidir. Bir kiimenin kapali olmasi icin gyk yigilma
noktalarini igermesidir.

Uyari. A nmin izole noktasi her zaman A kiimesindedir, A nin y1gilma
noktast A da olmayabilir, yani x € X noktasinin izole noktasi olmasi
icin gyk z € A\ A" olmasidur.

Teorem. (X,d) bir metrik uzay A C X olsun. A nmin kapali ol-
masl icin gyk A nm biitiin yigilma (limit) noktalarmi icermesi A" € A
gergeklenmesidir.

Ispat. A kapali olsun. A" € A gerceklendigini gostermeliyiz. 2 € A’
olsun. Bu durumda Ve > 0 : By(z,e) N (A \ {x}) # 0 gergeklenir. x ¢ A
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olsun. Bu durumda =z € X \ A ve A kapali oldugundan X \ A agk
kiimedir. Bu durumda Je* > 0 : By(x,e*) & X \ A gergeklenir, bu ise
Bji(z,e*) agik yuvarmin A nin hi¢ bir noktasmi igermemesi demektir,
celigki.

Tersine A" € A gerceklensin. A min kapah oldugunu gosterecegiz.
z € X\ A olsun. Bu durumda z ¢ A ve A" € A oldugundan x ¢ A’
gecerlidir. Bu durumda &' > 0 : By(x,¢') € X \ A gerceklenir, bu ise
X \ A kiimesinin agik, A nin kapali olmasi demektir.

Onerme. AC B= A C B

Ispat. = € A icin gyk Ve > 0 : By(z,¢) N (A\ {z}) # 0 olmasiydi.
Fakat B 2 A ve dolayisiyla

ldogunw
Bu(w,2) 1 (B\ {£}) 2 Bu(r,2) N1 (A\ {a}) #0  Nok. B lamesn kepst 005
aaslumwx en kol ng/-
gergeklenir, o halde z € A’ = x € B yani A’ C B'.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay, A € X olsun. Bu durumda AU A’
kapalidir.

T(n\ea,qnmw\ salk c\«»&\é‘\!‘.

ispat. X\ (A U A') alt kiimesinin acik oldugunu gosterecegiz. x €

X\ (A U A/> olsun. Bu durumda z ¢ A" = 3¢ > 0: Bg(z,e)NA =10
gergeklenir.

2 € By(w,e) ()
3050 (Bu(2,0) C Ba,2)) A (Ba(26) N A = 0)

— ¢ A
By(z,e)NA =0 an
(NA Yy —> By(z,e) € X \ (A U A/)

olur ve sonugta, = keyfi oldugundan X \ <A U A’) aciktir.

Teorem. (X,d) bir metrik uzay, A € X olsun. Bu durumda A =
AU A" gegerlidir. Aoh

ispat. AC A=A C (A) CA=AUA CAQ) RBuwr

AU A" kapal oldugundan

ACAUA = ACAUA =AUA (2
gergeklenir.

(1) ve (2) den A = AU A" gerceklenir. B e
Teorem. (X, d) bir metrik uzay AC X , z € Aolsup. z € A" <=

Ve > 0: By(z,e) N A kesigiminin sonsuz olmasidir. .
Ispat. < yigilma noktasi tanimindan agiktir. MM \Sf > L
R squver
N
\loponte ~ '€
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= z € A olsun, celiski yakalamak icin bir ¢ > 0 icin By(z,€) N A
kesisiminin sonlu oldugunu farzedelim yani

By(xz,e) N A={a1,...,an}

olsun.
F={a,..,an} \ {2}

olmak tizere
U = By(z,e) \ F = Bq(z,2) N (Cx {a1,...,an} U{z}) € g NN,

olsun. Bu durumda U ag¢ik ve x € U dur. Bu durumda Je* > 0 :
Bgi(z,e*) € U gegerlidir. Bu durumda By(x,e*) € By(z,¢) ve By(z,e*)N
A = 0 veya By(z,e*) N A = {x} gergeklenir. O halde By(z,e*) N
(A\ {z}) = 0 gegerlidir. Bu ise y1gilma noktasi olma tanim ile gelisir.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay A C X olsun. ¢ € X isex € A
olmasi i¢in gyk U C X agk z € U igin U N A # () gergeklenmesidir.

ispat.weﬁ,UETdvemEUolsun.EgerxeAiseUﬂA#Q
gecerlidir. BEger € A’ ise bir € > 0, By(z,e) C U olacak sekilde
segelim. z, A nin y1g1lma noktas1 oldugundan By(z,e) N A # ()

ve dolaywsiyla U N A # ().

Tersine U C X agk z € U iken UN A # () olsun. Eger z € A
ise A C A oldugundan, z € A dir. Eger # ¢ A ise her bir £ > 0 igin
Bi(z,¢e), A ile kesigmeli fakat © ¢ A dir. Béylece (Bg(z,e) N A)\ {z} #
0, dolayisiyla 2 € A" olur. O halde 2 € AU A" = A gerceklenir. O

Onerme. (X,d) bir metrik uzaymnda A C X icin A , A y1 iceren
en kiiciik kapali kiimedir.

i . (X,d) bir metrik uzay A C X olsun. A kiimesinin kapal
kiiihe oldugunu gosterecegiz. Gergekten eger x ¢ A ise bir By(x, ) acik
yuvar1 By(x,e)NA = () gerceklenmek iizere vardir. Eger y € By(x,¢) ise
Bj(z,¢) agik kiime oldugundan 3§ > 0:B,4(y, ) C Bg(x,e) gergeklenir.
O halde By(y,0) N A = () dolayisiyla y ¢ A gegerlidir. Sonug olarak
By(y,d) € Cx (Z) ve dolaysiyla Cx (Z) acik A kapaldir.

Eger B, A C B gercekleyen kapal bir kiime ise her bir 2 € Cx B
i¢in, bir agik yuvar By(z,¢) C Cx B ger¢eklenmek iizere vardir. O halde
By(z,e)NB =0 = Bg(z,e)NA=10

gecerlidir. O halde Cx B nin hi¢ bir eleman1 A nin kapanis noktasi
degildir. O halde A C B gecerlidir. [J

Sonug. VA C X i¢in, A kiimesinin kapali olmasi igin gerek ve yeter
kosul

A=A
olmasidir.

Onerme. (X,d) metrik uzay, © € X, e > 0ise Bq(x,e) C Bq[z,é]
gecerlidir.
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Ispat. By[z,¢] , By (z,¢) yi kapsayan kapali kiime oldugundan sonug
aciktir.

Uyarl. By (x,e) # By [x, €] olabilir.

Ornek. R iizerinde ayrik metrik d gdzoniine alinsin. By (0,1) = {0} #
R = B; [0, 1] gegerlidir.

Onerme. (X,d) bir metrik uzayinda A C X icin

a)A =Cx ((Cx4))

b)4 = Cx ((Cx4))
gecerlidir.
Ispat. a)
re€Ae3e>0:Bylx,e)CA
<= de > 0: By(x,e) N (ExA) =0
<~z ¢ (CxA4)
«—zelx ((CXA)>

bu da gosterilmesi gerekendir.
b) Cx (B) = (BXB) ifadesini gozoniine alalim

B =CxA=Cx ((CxA)") = Cx [CxA]) =4
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11. Diger Topolojik Kavramlar

Tanim.

(X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Bir z (¢ A) noktasi,
eger 3¢ > 0 : By(z,e) C X \ A gergekleniyorsa, A kiimesinin dig noktasi
olarak isimlendirilir ve dig noktalarin kiimesi Ext(A) ile gosterilir. Yani

Ext(A) = (CxA)°

={xeX~NA:3>0:By(x,e) T X\ A}
gecerlidir.

Tanim. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun.A C X alt kiimesinin

i¢ noktalar1 ve dig noktalar1 digindaki diger biitiin noktalar s kiimesi
olarak isimlendirilir ve 0(A) ile gosterilir

8(14) = [:X [(ExA)o U AO]

={2:Ve>0:By(z,e) N (X N A) #0 ve By(z,e) NA#D})

gercgeklenir, ayrica

8(14) = BX [(ExA)O U Ao]

= [EX (ExA)o N EX (AO)]

= ANCx (A4°) = A\ A°

ile gergeklenir

ZZHBX (A)

Ornek. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = |r — y| metrigi
ozoniine alinsin. Bu durumda 0Q,0 [0, 1], 0 ((0,1) U {2} U (3, 4)) kiimelerini
elirleyiniz.

) Q =R ve R~ Q = R gegerli oldugundan

=@ 9
5(0Q) = ONE<T=RNR—R R/@ =@ 4

gecerlidir. Od Py I
= ANCx (4) = A\ 4° = AN Tx ()
b) Ags: lotkrde
I =
A =[0,1\ [0,1]° = [0, 1]\ (0,1) = {0, 1} R\ 2\ SD
Qw Ry
Ve vi\sin € 1e) aral ‘v'h
; \ )L Lugu & }
“*‘"w. i \mw PR [kt
‘—{'\Vu § SEaue) © g?\ K\Q
it MO\)JG{‘ ? d\{l\z. ,(im lT !
Q‘ = R s Abwdy :\\Q i\\‘% 2 __12.03.24.tex; 21/03/2024; 8:54; p.61
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c)
910, ) u{2}u 3,4 = [0, 1) U {2t U B, 9]\ [(0,1) U {2} U (3, 4)]°

= ([0,1]U{2}U[3,4]) \ [(0,1) U (3,4)] = {0,1,2,3,4}

Aligtirma. (0A)° = () olmak zorunda muidir? (Yol gosterme: X = R
tizerinde x,y € R i¢in d(z,y) = |z — y| metrigi gozoniine alinsin. Bu
uzayda rasyonel sayilar kiimesinin smirini gézoniine aln).

A=Q=A=R A=0,0A=R\0=R. (0A)° =R

Alistirma. (X,d) bir topolojik uzay, A, B C X olsun. Smr oper-
atori agagidaki ozelliklere sahiptir, gosterin.

1) A= A\9A? <ppa', PER
B At T SACAB ol B m
B =0A=

p Ghaam: 1R weede x.y€ER ign
A\0A=ANCx04=An (AU (CxA) i;(,“),lx-gl erilsiN.

:((Am/(i)U<Aﬁ(CxA)°>>,:jiuv):fi QSR N QQ'—'IQ

2) A = AU 9A? M-RIE=R\R=D
AU&(A):AU(Zﬁm) 29 ¢33
— ((auA) 0 (4UBxA)) —dAnx -1 SO ASR IR
3) 0(AUB) C d(A)U(B)? 38, c DA o pruto ¢

a(AuB):mmBX(AUB):(ZUE)OBXAmBXBQ'. d,lz wad’

Cx ANCx B === - .\m’
Bl ool g wai
| C(Am(cXAnBXB))u(Bm(Wm[:XB)>A_._Q“Ia:Q =NACSH
- = 9Nz [om) , b=

C (Zﬁ@) U (Pm[,‘)TB) = 9(A)UI(B)
4) d(ANB) Cd(A)Ud(B)? g& _,d;' 29A

0(ANB)=ANBnlx(AnB)=AnBnlxAulxB
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= AnBn (CxAulxB) € (AnB)n (CxAUTyB)
= ((ZQE) mCX_A) u <(Zm§) mCX—B>

C (ZDCX_A) U (EQEX—B> =9 (A)Ud(B)

5) 04 =0 (CxA)? 43 ?
9(CxA) =CxANCxCxA=CxAnA=4nCxA=04 +eMuS J(ﬂ\@cgﬁ 8
6) A=A 0A=A\A? 3(A\B) =3 (AN<xB)
0A=ANCxA=An (xA =AnCxA=A4\A4A <2009 ((13)

Cx A kapal =
7) 0A =0 icin gyk A= A = ;1 olmasidir? =9AN 3&

;EAJEZQ4§K ( ‘ o

= X =0xAU A gegerlidir. Buradan hareketle

o

Z(bm <CXAUA> =QuU <AmA> =A
:Aﬂ<CXZU;1>:®U<Aﬂ;1>:/01 CIT:\L mté“\/\
—///_’

Dent ksl M
el adstic o7

elde edilir. Sonugt A

= :Zl = A gegerlidir.
8) X\ 0A = AU ( ) ?

X\ 94 =X\ (AchA) — CxAUCy (EXA>

— (CxA) U4
9) ANOA = 0? \)‘%jéw AQ!\L {Yﬁ“f\"(
L AT i SNV et
094 ilﬁZAﬁsz o § ekt e
gk s et o | A gk
a(A):i(BX I . o

R
Sl SSFASUN
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= ANd(A) S ANCxA=10

(€)ANO(A) = 0= ANdA = AN <Z\21) —A\A=10=
(21 g>Ag£1:»A:2i

Ornek. 000A = 90A oldugunu gosteriniz.

Coziim. 0A = ANCxA ve 0A =0A
00A = 0ANCx0A =0ANCx0A

000A = 00ANCx00A

— 90ANCx <8A mm)

= 9040 (Cx0AULxCx04)
— 99AN (m U m)
— 99AN (EX (9A)° U W)
= 00AN X = 99A
Alstirma: X = R iizerinde z,y € R icin d(z,y) = |x — y| metrigi

gozoniine almsim. A = ([0,1] N Q) U (1,2) i¢in 00A = 0A esitligi gegerli
midir?

A=([0,1]NnQ)uU(1,2)=([0,1]NQ) U (1,2) =[0,1] U [1,2] = [0, 2]

o

A=((0,11nQU(1,2)" =(1,2)
0A =10,2]\ (1,2) =[0,1] U {2}
00A = ([0, 1]u{2H\ (0. 1] u {2})’
= ([0,1]U{2})\ (0,1) = {0, 1,2} # 04

Ornek. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = | — y| metrigi

gozoniine alinsin. A = N igin her x € R\ N igin 2 € (—o0,1) veya

x € [1,00) N\ N gegerlidir. = € (—o0,1) ise € = “;&}x‘igin
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By(z,e) NN =0, 2z € [l,c0o) \Nigin In e N:n <z < n+1,
e =tmin{z —n,n+1—a} =By(z,e) NN = gecerlidir. N = N dir.

ne€Nigin0<e<lise(n—emn+e)NN={n} yani N nin her
elemani izole noktadir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R icin d(z,y) = |z — y| metrigi

gb6zoniine alinsin.

a)A = Qi¢in Q = R dir. x € R ve ¢ > 0 keyfi olsun (z —¢,7 + ¢)
sonsuz sayida rasyonel say1 igerir dolayisiyla

(z—e,x+e)N(Q\{z}) #0

gegerlidir. O halde her x € R, Q nun yigilma noktasidir.

b) A = {% :n=1,2,3, } olsun. Bu durumda A = A U {0} gecer-
lidir. Ve > 0, (—¢,e) N A sonsuz bir kiimedir. Dolayisiyla 0 yigilma
noktasidir.

1

r = = ise
n

icin

1 1 1
Gdedon-fi)
n n n

gergeklenir, yani her bir x = % izole noktadr.

Uyar1. (X, d) bir metrik uzay A C X olsun. A" = {z € A : x bir y1g1lma noktasi }
oldugundan A = AU A" gecerlidir. O halde A kapahdir <= A" C 4

Tamm. A = A" ise A miikemmel kiime olarak isimlendirilir.

Eger her x € A izole nokta ise A ya ayrik kiime denir.

Ornek. A = [0, 1] miikemmel kiimedir.

Ornek. A = N veya A = Z ayriktir. Her sonlu kiime ayriktir.

Ornek. A = {% + % n=1,2,3,...m=123, } ise Bu durumda
A=Au{l:in=123_.3u0{0}, A ={l:n=123 1} uU{o},
A" = {0}, A7 = 0 gegerlidir.

Tanim. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger D C X ve D = X ise,
D kiimesi X de yogundur, denir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = |z — y| metrigi
gozoniine almsm. Bu durumda Q = R ve R~ Q = R gecerlidir. Yani Q
ve R\ Q, R de yogundur.

R\ Q # 0 farzedelim. 3z € R\ Q (€ 74) : By(z,¢) = (v —¢,2+¢) C
R~ Q C R\ Q gergeklenir, bu ise (z — e,z +¢)N Q = () celigkisini verir,
(x—e,xz+e)N Q # 0. Herhangi iki reel say1 arasinda daima bir rasyonel
say1 segilebilir.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay D C X olsun. Bu durumda agagi-
daki ifadeler denktir:
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a) D=X

b) VU € 74\ {0}i¢in UND #

¢) Vo € X,Ve > 0 igin By(z,e) N D # () gegerlidir.

Ispat. b)=a) D # X farzedelim. Bu durumda X \ D # 0§ AX \D €
74 = (X \ D) N D = 0. Celigki.

a)=b) D = X olsun. U € 74\ {0} igin U N D = ) farzedelim.

UND=0=DC X\U(+#X)
= (X=)DSX\U=X\U(G X) Qeligki!

YU € 74\ {0}, UND #0

Ya da kapanig karakterizasyonundan, x € D = X olmas! icin gyk
Ve > 0: By(x,e,)ND # 0 olmasidir. U € 7g\{0}i¢in U = U,y Ba(z,€z)

ve

UND = (U Bd(:c,ax)> ND= U (Ba(x,ex) N D) # 0

zelU zelU £0

b)=c) Vz € X,Ve > 0 igin By(z,¢) € 74\ {0} oldugundan agiktir.

c¢)=a) Kapamg karakterizasyonundan agiktir. Vz € X,Ve > 0 i¢in
By(r,e)ND # 0 =x € D ve D = X gergeklenir.

Tanim. Bir (X, d) metrik uzay: sayilabilir bir D (C X)) alt kiimesi
D = X gerceklenmek iizere varsa ayrilabilir uzay olarak adlandirilir.

Onerme. (X, d) bir metrik uzay, A € X olsun. z,y € X i¢in

|dist (z, A) — dist (y, A)| < d(z,y)
gecerlidir.

Ispat. A # () farzedelim. Ve > 0 icin 3z € A:d(y, z) < dist(y, A) + ¢
gerceklenir. Boylece

dist (z, A) < d(x,z) S d(x,y) + d(y, z) < d(z,y) + dist(y, A) + &

ve

dist(x, A) — dist(y, A) < d(x,y) + ¢
gerceklenir. € keyfi oldugundan

dist(x, A) — dist(y, A) < d(x,y)
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gergeklenir ve kabullerin simetrisinden ayni zamanda

dist(y, A) — dist(z, A) < d(x,y)

gecerlidir.
Algtirma. (X, d) metrik uzay, ) # A C X , z € X igin

dist(x, A) = infd(x,a)
acA

ile tamimlandiginm biliyoruz.

a) dist(x, A) = dist ({x}, A) vardir, gosteriniz?

b) dist(z,A) =0 <=z € A

gecerlidir, gosterin. Bu bilgiden hareketle metrik uzaylarda tek nokta
kiimesi kapahdir, gosterin?

c) dist(x, A) = dist(x, A)

Ispat. a) {d(z,a) :a € A} # 0 (d(a,a) = 0 € {d(z,a) : a € A} # 0)
Ayni zamanda Va € A i¢in d(z,a) 2 0 oldugundan dist(z, A) vardr.

b) e > 0 ve By(z,e) x merkezli ve ¢ > 0 yarigaph agik yuvar olsun.
Bu durumda en biiyiik alt sinir 6zelligi kullanilarak

r €A+ Ve>0,By(r,e) NA#D
<= Ve >0,3a. € A:d(z,a.) <¢

Ve >0,3a. € A: 0= d(z,a:) <e+0

= <infd(:v,a) :> dist(x,A) =0
acA

elde edilir.

Hatirlatma: i) p = inf (A) <= (p alt simrdir) A (Ve > 0,3a. €
Aja. <p+e)

ii) p = sup (A) <= (p st siurdir) A (Ve > 0,3a. € Aja. > p—¢)

a € X i¢in {x € X : d(z,{a}) =0} = {a} yani {a} kapalduir.

c)

AC A= dist(x, A) = dist(x, A)(x)

gecerlidir. o
Yine her a € A ve her b € A igin

dist(z, A) < d(z,a) < d(z,b) + d(b,a)

yazilabilir. Dolayisiyla
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dist(z, A) < d(x,b) + dist(b, A)
gerceklenir, fakat b € A oldugundan dist(b, A) = 0 dir, ve bdylece

dist(z, A) < d(z,b),Vb€ A

gecerlidir. b € A iizerinden tekrar infimum alinirsa
dist(z, A) < dist(x, A)(+x)

esitsizligi elde edilir.
Aligtirma. (X, d) bir metrik uzay olsun. A £ X alt kiimesinin kapal
olmasi igin gyk her x € X \ A i¢in

(ebas{d(z,a):a € A} =)dist(x,A) #0

gergeklenmesidir.

Coztim. A kapali olsun, X \ A agiktir. Boylece her bir z € X \ A i¢in
Je > 0: By(z,e) & X \ A gergeklenir. Bu durumda dist (z, A) = € ve
dist (x, A) # 0 gegerlidir.

Her x € X \ A icin dist (z,A) # 0 olsun. ¢ = dist(x, A) i¢in
Bi(z,e) € X \ A gergeklenir, yani X \ A acgik , A kapahdir, ¢linkii
A=X\(X\A) gegerlidir.
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12. Diziler

Tanim. (X, d) metrik uzayinda bir (z,) dizisine li_}m d(xpn,z) = 0 ise
veya € > 0 verildiginde bir N (= N(¢)) € N

VYn > N i¢in d(zp,x) < €

gergeklenmek {lizere varsa n — oo i¢in x, — x, yani dizi x € X
noktasina yakinsar, denir.

Denk olarak (X, d) metrik uzayinda bir (z,,) dizisine, Ve > 0, 3N (= N(¢)) €
N, Vn > N = x, € By(z,¢) gercekliyorsa x € X noktasima yakinsar
denir, n — oo i¢in x,, — x ya da lim x, = x yazlr.

n—oo
Lemma. Bir (X, d) metrik uzayinda yakmsak (x,) dizisi lim z, =
n—oo

x ile gosterilen tek bir noktaya yakinsar.

ispat, Ty — x Ve Ty, — Y , ¢ # y farzedelim. Bu durumda verilen
her € > 0 i¢in, N1 ve Ny dogal sayilarn

Vn> Ny igin d(xn,2) <e/2 veV n > Noigin d(z,,y) < &/2
olacak gekilde bulunabilir. N = max(Ny, Na) alinirsa V n > N igin
d(z,y) < d(zn,z) +d(xn,y) <€/2+€/2=¢.

elde edilir. ¢ keyfi oldugundan , d(z,y) = 0 ve z = y dir.

Yadaz,y € X,z # yi¢in 3B4(z,¢), B4(y,€) : Ba(x,e)NBg(y,e) =0
gergeklenir.

Tp = x=3IN1 €N, Vn >N = x, € By(z,e)

Tp = y=3INy € N,V n >Ny =z, € Byy,¢)

N = max(Ny, No) ahmirsa V n > N igin z,, € Bg(x,e) N By(y,e) =0
celigkisi elde edilir. [

Teorem. (X,d) bir metrik uzay A C X olsun.

a) ¥ € X noktasmin A kiimesine ait olmasi icin gyk 3{z,} C A :
limp— ooy = x gergeklenmesidir.

b) A kapahdir <= Vz, € A:(z, >z =z € A)

¢) Ayrica x € A igin gyk 3 {zpn} C A\ {z}: nh_)rgo Tn = T gergeklen-
mesidir.

Ispat. a) (=) z € 4 olsun. Ve > 0, By(z,e) N A # () dolayisiyla
Vn € N, By (ac, %) N A # () gegerlidir. Bu son arakesit ne bagh en az
bir nokta igerir, bu noktaya x, diyelim. O halde her bir n i¢in z, €
By (:):, %) ve x, € A dir. Sonugta

1
VneN: (02)d(z,x,) < -

ve limit durumunda lim =z, = z gegerlidir.
n—oo
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(<) e X, I{x,} € A: x, — x gergeklensin. Ve > 0, By(z,e)NA #
0 gergeklendigini gosterecegiz. e > 0 i¢in {z,} yakmsak oldugundan
dN € N:Vn 2N igin d(z,z,) < e gergeklenir. O halde Vn = N igin
T, € Bg(z,¢) gecerlidir. Dolayisiyla By(z,e) N A # () veya z € A
gecerlidir.

b) (<) A € A her zaman dogru oldugundan A € A oldugunu géster-
mek yeterlidir. € A olsun. (a) sikkindan 3{z,,} C A : lim,_ootn =
gegerlidir. Hipotezden A daki biitiin yakinsak diziler A da bir noktaya
yakinsadigindan z € A ve A € A gecerlidir.

(=) A kapali yani A = A olsun. {z,,} C A: nh_g)lo x, = x olsun. (a)

dan z € A ve A = A oldugundan = € A dur.

¢)x e A olsun. z; € A, x1 € (Bg(x,1)\ {z}) N A olmak iizere
secilsin, bunu yapabiliriz ¢iinkii # € A" oldugundan z; € (By(z, 1) \ {z})N
A # () gegerlidir. Bu sekilde devam ederek x1,...,z, € A\ {z} , i €

(1,..,n) iginz; € (Bdcx,%)\{1})ru4ohnakfx«xesegﬂebﬂn.(zzdx,ﬁii)\{x})r

A # () oldugundan z,4; € (Bd(a:, %ﬂ) \ {:1;}) N A secerek devam
edebiliriz. Bu durumda {z,} C A\ {z} elde edilir.

1 1
e > 0 verilsin. Argimet ozelliginden 3N € N : N > —(= N <
€
1 1
g) ve bu durumda V n > NA ( < N <5> = x, € Bd(%%) C
n

Bi(z,e) = li_>rn Ty =10 .
n—oo
Tersine 3{z,} C A\ {z} : lim =z, = x gerceklensin. Bu durumda
n—o0

verilen her e > 0igin IN € N:Vn > N =z, € By(z,e) =(Bqg(z,e) \ {z})N
A4p=zec A O
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13. Metrik Alt Uzay

Tanmim. (X, d) bir metrik uzay, ¥ € X olsun. Vz,y € Y i¢in dy (x,y) =
d(z,y) ile tamimh dy : Y XY — R fonksiyonu Y iizerinde bir metriktir.dy
metrigi Y (C X)) tizerinde d metriginin tirettigi metrik yada relatif metrik
olarak isimlendirilir. (Y,dy) uzay1 (X,d) metrik uzaymim metrik alt
uzay1 olarak isimlendirilir.

Ornek. [0,1], (0,1), [0,1) ve Q , (R,|.|) standart metrik uzaymin
alt uzaylandir. (R, |.|) metrik uzaymm kendisi de (C, |.|¢) uzaymm al-
tuzayidir. R ise R? metrik uzayinimn alt uzayidir. [a,b] iizerinde taniml
polinomlarimin kiimesi de C [a, b] tizerinde uniform metrigin alt uzayidir.

Uyari. Eger Y bir X metrik uzaymin alt uzayi ise Y de agik (sirasiyla
kapal1) bir alt kiime X de agik (sirasiyla kapali) olmak zorunda degildir.

Ornek. Y, (R, |.|) metrik uzaymm alt uzay: olsun.

a) Y =1[0,1] ise (0,3] Y de agiktir ama R de agik degildir.

b) Y = (0,1) ise [,1) Y de kapahdir ama R de kapal degildir.

Lemma. (X,d) bir metrik uzay, (Y,dy) altuzay: olsun. p € Y ,
e > 0 ise By(p,e) (X,d) uzaymda agik yuvar, By, (p,e) (Y,dy) alt
uzayinda agik yuvar olmak iizere

de(pag) = Bd(pag) ny

gegerlidir.
Ispat.
Bi(p,e)NY ={z € X : d(z,p) <e}NY

YEX {r €Y :d(z,p) < e}

= de (p> 6)

Onerme. (X,d) bir metrik uzay, (Y, dy) altuzay: olsun. p € Y ve
e >0 ise

a) G(CY) alt kiimesinin (Y, dy) alt uzayinda acik olmasi igin gyk
(X,d) de agik bir H kiimesinin G = Y N H gergeklenmek iizere var
olmasidir.

b) A(CY) alt kiimesinin (Y, dy) alt uzaymda kapali olmasi igin
gyk (X,d) de kapali bir F' kiimesinin A = Y N F' gerceklenmek {izere
var olmasidir.

Ispat. a) (X,d) metrik uzaymda ve (Y,dy) metrik alt uzaymnda
xmerkezli € > 0 yaricapl acik yuvarlar sirasiyla By(z, ) ve By, (z,¢€)
ile gosterilsin. G, Y de agik olsun, bu durumda Y deki agik yuvarlarin
bir birlegimi olarak yazilabilir, o halde x € G olmak {izere uygun €, > 0
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sayilart araciligiyla G = U Ba, (x,e;) yazilabilir. Lemmadan her bir

zeG
B, (z,e,) acik yuvari igin

de ({E,Ex) = Bd(;v,sx) ny,

gecerlidir. Dolayisiyla

G = |JBay (,e2) = | (Balz,ex) NY)

zeG zeG

= < U Ba(x, %)) ny

zeG

H= U Bi(z,e,) (X,d) de agiktir.
el

Tersine G =Y NH ve H, (X,d) de agik olsun. G nin (Y, dy) de agik
oldugunu gostermeliyiz. x € G olsun. Bu durumda x € Y ve x € H dir.
H, (X,d) de agik oldugundan bir ¢ > 0, By(z,e) C H gergeklenmek
tizere vardir. By, (z,6,) = Bg(z,e)NY C HNY = G gergeklenir. G,
(Y,dy) de agiktir.

b) A(CY) alt kiimesinin (Y, dy) alt uzaymda kapaldir<= Y \ 4
(Y,dy) alt uzayinda agiktir.

< Y\A=HNY :H, (X,d) tst uzayinda agiktir.

<< A=Y\ (HNY)

— A=Ynlx(HNY)=Yn((xHUCxY) = (YNnCxH) U
(Y nCxY) = (Y nCxH).

(F=CxH)
<= A=Y NF (Burada F = CxH Xde kapaldr.)

Sonug. a) (Y,dy), (X, d) metrik uzaymm alt uzay1 ve A €Y olsun.

a) A, Yde agik ve Yde X de agik ise A da Xde agiktir.

b) A, Yde kapali ve Yde X de kapali ise A da Xde kapalidir.

Teorem.(Y,dy), (X,d) metrik uzaymin alt uzay1 ve A € Y olsun.
Bu durumda agagidakiler gegerlidir:

a) ¢ € Y noktasmm (Y,dy), de A (S Y) alt kiimesinin limit noktas
olmasi i¢in gyk = noktasimin A nin (X, d) deki limit noktas: olmasidir.

b) A(CY) alt kiimesinin (Y, dy) deki kapanigi AY, A A nin X deki
kapanisi olmak iizere ANY ye esittir, yani AY = ANY gecerlidir.

ispat.

a) (A))Yy =Y NA?

x € (A)Y, By(z,e) (X,d) de x noktasim igeren keyfi bir agik yuvar
olsun. z € By(z,e) NY ve By(xz,e) NY (= By (z,¢)), Y alt metrik
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uzayinda agiktir

0 # (Bulr,e)NY)N (A {a))
= By(z,e) N (A\{z}) #0
= xc ANy

z € A'NY alalim. z i igeren By, (z,¢) (£ Y) agik yuvar1 goz oniine
alalm. Bu durumda By, (z,¢) = Bg(z,e) NY olacak sekilde By(z,¢)
acik yuvari vardir. Hipotezden By(z,e) N (A —{z}) #0. ACY ve

By(z,e) N (A—{z})NY = By, (x,e)N(A—{x}) #0
(

ve x € (A)Y.

by A =ANY?

ZY, Yde kapal oldugundan X de kapah bir F’ kiimesi (A ngY =
FNY (€ F) gergeklenmek tizere vardir. AC F = A C F= F= ANY C
Fny =4"

Sonucta ANY C Zy(l) kapsamasi gecerlidir. ANY, Yalt uzayinda
A y1 kapsayan kapali kiime oldugundan A" cAny (2) kapsamasi da

gegerlidir. (1) ve (2) den A =Any gercgeklenir.
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14. Metrik Carpim Uzaylar:

X ve Y bogtan farkli birer kiime olsun. X ve Y nin X x Y ile gosterilen
kartezyen carpimi X x Y = {(z,y) : x € X,y € Y} ile tanimlanir.
(X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay ise X x Y iizerinde bir dxxy
metrigi tanimlanabilir.
Ornek. (X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay ise i € {1,2} i¢in a; €
X,y; € Y olmak tizere V (z1,y1) , (x2,y2) € X X Y i¢in

dxxy ((z1,91) , (22, y2)) = max {dx (1,72) ,dy (y1,92)}

ile tanimlh dxxy : (X X Y) x (X xY) — R metriktir?

Co6zim.

1) dxxv((®1,91), (22,92)) = 0 & max{dx (z1,22),dy (y1,92)} =
0& dX (xl,ﬂjg) = dy (yl,yg) =0

gecerlidir, dx ve X lizerinde , dy ve Y {lizerinde metrik oldugundan

dxxy((1,91),(22,92)) = 0 & x1 = 22 Ve Y1 = y2 & (21,91) =
(z2,y2)

gecerlidir.

ii) dx ve dy simetrik oldugundan dxy de simetriktir.

dxxy ((z1, 1), (x2,92)) = max {dx (z1,22) ,dy (y1,%2)}

= max {dx (z2,71) ,dy (y2,91)} = dxxv ((x2,92) , (21, 91))

i) i € {1,2,3} i¢in x; € X,y; € Y olmak tizere dx (x1,22) <
dx (xl, .CC3) +dx (1'3,5172) ve

dy (y1,92) < dy (y1,93) + dy (y3,y2)

gecerli oldugu kullanilirsa

dxxy ((x1, 1), (22,92)) = max {dx (z1,22) ,dy (y1,92)}

< max {dx (z1,23) + dx (3,22) ,dy (y1,y3) + dy (y3,y2)} <

max {dx (x1,23),dy (y1,y3)} + max{dx (z3,22),dy (y3,y2)}

=dxxy(z1,91), (73,93)) + dxxy ((¥3,93) , (2, 92))

Uyarl. (X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay ise X x Y iizerinde
yukarida verilen dx xy metrigi, dx ve dy metriklerinin ¢arpim metrigi
olarak isimlendirilir. Ayrica (X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay ise
X X Y izerinde farklh metrikler tanimlanabilir:

V(21,91), (22,92) € X X Y igin

1

a((@1,01) s (@2,92)) = [(dx (21,2)) + (dy (v, 2))°]

ve
d*((z1,11), (x2,y2)) = dx (z1,22) + dy (y1,92)

fonksiyonlar1 da X x Y fiizerinde birer metriktir. Her iki fonksiy-
onunda metrik oldugunu gostermek aligtirma olarak birakilmigtir.
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Teorem. X X Y iizerinde dxxy, d* ve d** denk metriklerdir.
Ispat. ¥V (z1,91), (72,y2) € X x Y igin

(d* ((z1,31) s (22,92)))° = (dx (v1,22))° + (dy (y1,%2))°
< 2 (dxxy ((x1,91) , (22, 92)))* =

= d*((z1,y1), (T2, 92)) = \/§dXxY(($1,y1) s (x2,12))

[N

dx (z1,72) = [(dX (21, 22))* + (dy (yhyz))Q] =d*((z1,91) , (v2,92))A

N|=

dy (1 y2) £ [ (dx (21,22)) + (dy (92,92))°) " = & (21,91) + (22.92))

= max {dx (z1,72) ,dy (y1,92)} = d*((x1,91) , (z2,92))

= dxxy ((x1,11), (v2,52)) < d*((21,91) , (22, 92)) = V2dxxy (T1,91) , (T2, Y2))

ve

dxxy ((z1,91) , (T2, y2)) = max {dx (21, 72) ,dy (y1,92)}

< dx (w1, 22) +dy (y1,92) = d™((x1,91) , (22, 42))
d*((z1,91) , (v2,92)) = dx (z1,72) + dy (y1,92)

S max {dy (z1,22),dy (y1,y2)} + max {dx (z1,22),dy (y1,y2)}

= dxxy (r1,91), (72,92)) = 4 ((w1,91) , (22, 92)) = 2.dxxy ((w1,91) , (22, y2))

gerceklendiginden bu metrikler denk metriklerdir.

Teorem. (X, dx) ve (Y, dy) birer metrik uzay olsun. Bir G kiimesinin
(X xY,dxxy) carpim uzaynda agik olmasi i¢in gyk G; (X,dx) de
agik, G2 (Y,dy) de acik olmak iizere G = G1 x G2 olmasidir.

Ispat. G, X x Y de acik olsun. Bu durumda
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G = U BdXxY(($7y>75>
(z,y)eG

gerceklenir. (z',y) € Biy ., (z,y),€) icin

dxxy ((x,y) , (:E/,y/)) = max{dX (:E,."L‘,) , dy (y,y,)} <e

= <dX <a;,x/) < 5) A (dy <y,y/> < 5)
= (3:/ € B, (m,a)) A (y/ € Ba, (y,s))

yani By, . ((z,y),€) & Bay(x,€) X By, (y,€) gegerlidir.

(a,b) € By, (x,€) x By, (y,€) = a € Bgy(x,e) Nb € By, (y,¢)

= (dx (z,a) <e) A (dy (y,b) < &) = max{dx (z,a),dy (y,b)} <&

= Bay (z,€) X Bay (y,¢) - BdXxY((xvy)7€)
Dolayisiyla By, ., ((z,y),€) = Bay (x,€)xBa, (y, €) gecerlidir. Dolayisiyla

G = U dexy((x’y)ag) = U de (.’L‘,E) X de(y,g)
(z,y)eG (z,y)eq

= (U BdX(x,6)> X (UBdY(y7€))

G1 = UBay(z,e) € 14y ve Go = Ude(y,E) € 14y icin G =
xT
y
G1 x Go gergeklenir.

Tersine G1 (X,dx) de agik, G2 (Y,dy) de agik olmak iizere G =
G1 x Gy € X x Y olsun. (z,y) € G olsun. Bu durumda x € Gy ve
y € Gy dir. Gy (X,dyx) de agik, Gy (Y,dy) de agik oldugundan &, > 0
ve ¢y > 0, By, (x,e.) C G1 ve Bg, (y,ey) C G2 gergeklenmek iizere
vardir. € = min {e,, ey} gozoniine alalm. Bu durumda

BdXxY((xay)vg) = de(q;,g) X de(y,&‘) g Gl X GQ =G
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gerceklenir, yani G agiktir.
Aligtirma. Her bir ¢ € N igin X; iizerinde d; metrigi gdzoniine
almsm. Her bir = (24),cn,¥ = (Wi)ieny € 1 X cifti icin
S

di(wi,yi) . .
—————"— ile tanimlanan d fonksiyonu da X =
d(z,y) = ZGZN2’1+d(:cZ,yZ) Y
[ X; tizerinde bir metriktir?
1€N
Coziim. i) Her bir ¢ € N i¢in d;, X; iizerinde metrik oldugu igin

1 d’L iy Yi
dilwi, yi) > 0md(z,y) = 3+ — il 1)

- ————"— > () gegerlidir.
{2 1+ di(zi, yi)
ii)

1 :Cuy’b
d(:):,y) =d ((xl)zel\ﬂ y’ 1€N 227 x Y )
N iy Ui

iil) & = (2i);en ¥ = Wi)jen € [[Xi i¢in
i€EN

1 di(zi,yi) di(zi, yi) -
dw,y) =3 o —CELYD Bt
(z,9) %2’ 1+ di(zi,yi) 0= 1+ di(wi, y:) 0(vi )

= di(zi,y:)) =0VieN) <=z, =y;(Vie N) <=z =y

iv) © = (2:);en> ¥ = Wi)ien» 2 = (Zi)ieny € 1 Xi olmak iizere her
€N
bir i € N i¢in d; (x4, z;) < di(x4,y;) + di(yi, zi) gegerli oldugundan

d(z,y) + d(y, 2)
PR
Sl el )
N Z:211 {2 - {1 + di(wi, yzi;r+d2l(j;’f;)i)++d;%:;)i)'di(yi’ ZZ'J }

> Zl {2 _ [2 + di(wi, y;) + di(y,;,zz-)] }
2 1+ di(wi, yi) + di(yis 2i)

iEN
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—_

1
v [1+di(xiyyi) +di(yiazi)]}

Burada
1+ di(xi, yi) + di(yi, zi) + di@i, vi).di (i, 2i) 2 1+ di(zi, v:) + di(yi, 2i)

2+ di(xi, yi) + di(yi, Zi)

2+ di(azi, yi) + di(yia Zi)
1+ di({L'i, yi) + di(yia Zi)

1+ di(xi,vi) + diys, zi) + di(24, i) -di(Yi, i)

v

1 d(wi, yi) + di(yi, 2i)

—1- -
L+ di(xi,y5) + di(yi, 2) L+ di(xi,y5) + di(ys, 2)

_ 20+ di(wi, yi) + di(yi, 2i)) — (24 di(@i, yi) + di(yis 20))
1+ di(zi, yi) + di(yi, zi)

_ 272 + di(xi, yi) + di(yi, 2i)
1+ di(zi, yi) + di(yi, i)

ve

- 2+ di(zs, yi) + di(ys, %)
L+ di(xi,ys) + di(yin zi) + dis, yi)-di(yi, 23)

A

di(zi, zi) < di(@i,ys) + di(yi, zi) = 1+ di(xi, 2) < 1+ di(,v3) + di(yi, 2i)
1 1

= >
1+ di(zi,zi) — 1+ di(zi, vi) + di(yi, 2:)

1 1
_ < _
1+ di(zi,z) = 1+ di(zi,y) + di(yi, z)
1 1
=>1—-— <

_ 1—
1+ di(w, ) — L+ di(zi, yi) + diyi, 2i)
egitsizlikleri kullanildi.
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15. Taban Kavrami

Tamm: (X, d) bir metrik uzay olsun. B € 74 ailesi VG € 74 igin IBg <
B: G = Upep, B ger¢ekleniyorsa , (X, d) metrik uzaymmn agik kiimeleri
i¢in bir taban olarak isimlendirilir. Bu tanam, G € (14 \ {0}) ve z € G
igin 3B, € B: x € B, € G gergeklenmesine denktir, ¢linkii agagidakiler
gecerlidir:

Ger=3BzCB:G= ) B
BeBg

zelG|= U B
BeBg

=3B, €Bs(EB):x€ B, £ G

Teorem.(X,d) bir metrik uzay olsun. X deki biitiin agk yuvar-
larin ailesi B = {By(z,¢) 1z € X,e > 0} (X,d) metrik uzaymin agik
kiimeleri i¢in bir tabandir.

Ispat. G € (14\ {0#}) ve © € G olsun. Agik alt kiime tanimindan
Jeg > 0:x € By(x,e,)& G gergeklenir.

Not: B = {Bj(z,¢) : x € X,e > 0} ailesinin (X, d) metrik uzayinn
a¢rk kiumeleri i¢in bir taban olmasi igin agagidaki iki kosulun gercek-
lenmesi yeterlidir:

a) X = J{Bi(x,e) 1z € X,e >0}

b) Bi(x,e),Ba(y,0) € B, z € By(z,e) N Ba(y,d0)= 3B4(z,a) :
Bi(z,a) C By(z,e) N By(y, d)

Ispat. Gergekten B = {By(z,¢) : x € X, > 0} ailesi bu iki kogulu
gergekler.

a)

By(z,e)CX
X=J{oy < UiBalw,e) sz e Xe>0p X
reX
b) By(x,e), Ba(y,0) € B, z € By(z,e) N By(y, d) olsun.
a=min{e —d(z,2),d —d(y,2)}
olsun. d(z, z) < ¢, d(y,z) < § oldugundan o > 0 gegerlidir.
Iddia: B(z,«) C By(z,e) N Ba(y, 6)?
q € By(z,a) olsun. Bu durumda d(z,q) < a v e dolayisiyla
d(z,q) < d(z,z) +d(z,q)
<d(z,z)+«
<d(z,z)+ (e —d(z,z)) =¢
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Bu durumda By(z, ) C By(z,¢) gegerlidir. Benzer sekilde

d(y,q) < d(y,z) +d(z,q)
<d(y,z)+«
S d(y¢ Z) + (5 - d(y7 Z)) =0

Bi(z,a) C By(y, ) ve sonugta By(z, o) C By(x,e) N By(y, ) gegerlidir.
O

Tamum (X, d) metrik uzay, € X olsun. By = {B)},cq(E T NN,)
bu metrik uzayda x noktasini iceren acik kiimelerin bir ailesi olsun.
x noktasim igeren bogtan farkhh her G acik kiimesine kargihk (G €
(ra \ {0})NN;) bir B, € B, = {Ba}yeq, © € By & G gergeklen-
mek {izere varsa B, = {B)},.q ailesi x noktasimda yerel taban olarak
isimlendirilir. Yani

\V/G € (Td \ {@}) mevaBu € Bx = {BA})\GQ (g Td me) T e BM g G

=B, = {B\},cq ailesi x noktasinda yerel taban olarak isimlendirilir.
Bir (X, d) metrik uzay: her noktasinda sayilabilir yerel tabana sahip ise
1. sayilabilir uzay olarak isimlendirilir.

Tanum (X, d) metrik uzay1 X in agik alt kiimelerinden olugan sayila-
bilir bir tabana sahip ise ikinci sayilabilir uzay olarak isimlendirilir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R icin d(z,y) = |z — y| metrigi
gozoniine alinsm. a € R ve her § > 0 i¢in 74 de biitiin By(a,d) = (a —
J, a+9) agik yuvarlarinin ailesi a noktasinda a € R merkezli bir yerel ta-
ban, olasi biitiin agik yuvarlarin ailesi B = {By(z,¢) : 2 € X,e > 0} =
{(z —e,x+¢):x € X,e >0} ise tabandir. Aslinda {(a,b): a,b € R}
ve {(p,q) : p,q € Q} aileleri de bu metrik uzay igin bir tabandir. {(p, q) : p,q¢ € Q}
sayilabilir taban oldugu i¢in bu metrik uzay 2. sayilabilir bir uzaydir.
Teorem. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = |z — y| metrigi
gdzoniine alinsin. Bu metrik uzay 1.sayilabilir bir uzaydir.

Ispat. p € R keyfi bir nokta olsun.

1 1 1
By(p,—) = p——<zx< —
a(p n) {z:p < p+n}

1 1
= p——,p—l——
n n

olmak iizere B, = {By(p, £) : n € N} ailesini gozoniine alahm. Agik ar-
aliklarin bu By, ailesi sayilabilirdir. B, yerel taban midw? U (€ 74 N Np)
p noktasini igeren keyfi bir agik kiime ise

3B4(p,e) =(p—e,p+e) CU:pc(p—e,+e)
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gecerlidir. Argimet 6zelliginden 3k € N :

Lee
k

olacak sekilde secilebilir. Bu durumda

1 1
l?k:: {x p— % <z <Ip<+-E}

= <p— %,p+ ]1€> Cp—e,+e)CU
gergeklenir. O halde B, yerel tabandir.[]

Uyar1. Her ikinci sayilabilir uzay 1. sayilabilir uzaydir ama tersi dogru
olmak zorunda degildir.

Ornek. X sayilamaz kiimesi iizerinde d ayrik metrik olsun. Bu du-
rumda X 1. sayilabilirdir ama 2. sayilabilir uzay degildir.

Teorem. Her (X, d) metrik uzay1 1. sayilabilir uzaydir.

Ispat. (X,d) bir metrik uzay ve a € X herhangi bir nokta olsun.
Bi(a,r) = {y € X : d(a,y) < r} bu metrik uzayda bir agik yuvar
belirler. B(a, 1) (n € N) ailesi @ € X noktasinda bir yerel tabandir. G,
a y1 igeren acik kiime ise e > 0 : By(a,e) C G ve Argimet 6zelliginden
In € N: 1 < e budurumda By(a, L) C By(a,c) C G yani

1
3By(a, ﬁ) ta € By(a,—) CG.

3|

gecerlidir.[]

Not. Her metrik uzay 2. sayilabilir olmak zorunda degildir. Sayilamaz
kiime iizerinde ayrik metrik 6érnegini vermistik.

Teorem. 2. sayilabilir bir metrik uzayin her alt metrik uzay: da 2.
sayilabilirdir.

Ispat. (X,d) 2. sayilabilir bir metrik uzay ¥ € X ve (Y,74,) daV
tizerindeki metrik alt uzay olsun. B = {B,, : n € N} ailesi (X,d) nun
sayilabilir tabani olsun. (Y, 74, ) da sayilabilir tabana sahip mi?

By = {YNB, : B, € B} sayilabilir ve By ailesi 74, i¢in bir tabandur.
(Y, 74, ) da 2. sayilabilirdir?

H € 14, ve x € H olsun. Bu durumda 3G € 74 : H = GNY
gergeklenir.

HergNrxeH=reGNY

=srcGNzeY

=3B, , €eB:xz€B,, SGvexrecY

=z€B, NYCGNY=H

= B, , NY € By

O halde By, 74, icin bir tabandir. (Y, 74, ) de ikinci sayilabilirdir.
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16. Siireklilik

Tanim: i) (X,dx) ve (Y, dy) birer metrik uzay, f : (X,dx) — (Y,dy)
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun bir x¢g € X noktasinda sirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, verilen her bir € > 0 igin bir § (¢, z9) > 0
sayisinin dx (x, z9) < d = dy (f (z), f (z0)) < € gergeklenmek tizere var
olmasi yani yani f (Bg, (20,9)) € Ba, (f(z0),€) gerceklenmesidir.

ii) f:(X,dx) — (Y,dy) fonksiyonu Vz € X noktasinda siirekli ise
stirekli fonksiyon olarak isimlendirilir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R icin d(z,y) = |z — y| metrigi
gozontine alinsm. f: (R,d) — (R,d), f(z) = 3z + 1 siireklidir?

Qozlim. f fonksiyonunun bir zg € R noktasinda strekli olmas: icin
gerek ve yeter kosul, verilen her bir € > 0 igin bir 6 (¢, zg) > 0 sayismin
d(z,x0) < 6 = d(f (x), f (z0)) < € ger¢eklenmek tizere var olmasidir.

[ (z0) =3w9+ 1, € > 0 olsun. 0 = £ segebiliriz, eger |z — zo| < § ise

[f (@) = f(xo)| = [3z + 1 — 3wo — 1

:]3x—3x0|:3\x—x0\<3.§:5

Teorem. (X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay, f : X — Y bir
fonksiyon, a € X olsun, bu durumda f in a noktasinda siirekli ol-

lim f (z,) = f(a) ger¢eklenmesidir.
’n—><30
Ispat. f , a noktasinda siirekli, (z,),, .y € X ve lim x, = a olsun.
n—o0

(f (#n)) ey dizisinin Y de f(a) ya yakmsadigini gostermek istiyoruz.
€ > 0 verilsin. Streklilikten

36 >0, dx(z,a) < d=dy(f(x), f(a))<e

yani
f (BdX (aa 5)) - de (f(a)75)
gecerlidir. n — oo i¢in x, — a gergeklendiginden bir N € N |
n > N iken dx(z,a) < 0 gergeklenmek iizere segilebilir. Simdi n > N
farzedelim. § nin se¢iminden

dX(xn,a) <6= dY(f (xn) ’f (CL)) <e

gergeklenir. O halde n > N i¢in dy (f (xy,), f (a)) < & yani f (z,) —
f (a) gergeklenir.

Tersini ispatlamak i¢in f in a noktasinda siirekli olmadigini farzede-
lim. Bu durumda bir ¢ > 0 saywisi, V§ > 0,3z € X : dx(z,a) < 0
= dy(f(x), f (a)) > e ger¢eklenmek tizere vardir. Her bir n € N igin

Metrik_Uzaylara_Giri___12.03.24.tex; 21/03/2024; 8:54; p.82



83

bir @, , dx(zn,a) < % fakat dy (f (zn), f (a)) > & gergeklenmek iizere
secilebilir. n — oo i¢in 2% — 0 gergeklendigi icin =, — a gerceklenir
ama Vn € N i¢in dy(f (zy), f (a)) > e oldugundan f (z,) - f(a)
gecerlidir. [J

Not. Bu teorem metrik uzaylarda gegerlidir, topolojik uzaylarda
dogru olmak zorunda degildir.

Ornek. X = R iizerinde z,y € R i¢in d(z,y) = |z —y| metrigi
gozoniine almsm. f: (R, d) — (R,d), f(z) = 22 siireklidir?

Coztim. n € N i¢in x,, = (—1)"< R dizisi gozoniine almsim. n — oo
i¢in f(xz,) =1 — f(1) fakat n — oo igin (z,) dizisi yakinsak degildir.

Aligtirma. Eger x € R\Q ise (r,,) artan rasyonel say1 dizisi nh_)n;o Th =
x gergeklenmek tizere vardir?

Cozim. Eger x € R ise £ — 1 ve x arasinda 7 rasyonel sayisy, z —1 <
r1 < x gerceklenmek iizere secilebilir.

ro rasyonel sayisi da

1
max{rl,x—2} <rg<x

gerceklenmek tzere secilebilir. Bu gekilde devam edilerek bir r, < =
rasyonel sayisi secildiginde r,1 rasyonel sayisi

1

maxr {rp, r— —— <7 <z
{na n+1} n+1

gergeklenmek tizere segilir. (r,,) rasyonel say1 dizisi artan dir ve
1
r——<rp,<cw
n

oldugundan sikigtirma teoreminden lim 7, = x gegerlidir.

n—oo
Not. Benzer sekilde bir rasyonel say1 alindiginda bu sayiya yakin-
sayan artan bir irrasyonel say1 dizisi inga edilebilir.
Ornek. f: R — R fonksiyonu z € R igin

1, eger x € Q ise
flx) = _ .
0, egerx ¢ Q ise

ile tanimlansim. f hi¢ bir noktada siirekli degildir?

Coziim. Eger a € Q ise bir (z,),cn (€ R\ Q) irrasyonel say1 dizisi
n — oo igin x, — a gergeklenmek iizere segilebilir. Simdi f (a) = 1
fakat VYn € N igin f (z,,) = 0 dir ve f (z,,) dizisinin her bir terimi = 0
oldugundan bu dizi 1 e yakinsamaz, f (x,) - 1. Benzer sekilde eger
a € R\ Q ise bir (z,),cy (€ Q) rasyonel say1 dizisi n — oo igin
xn — a ger¢eklenmek tizere segilebilir. Simdi f (a) = 0 fakat Vn € N
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icin f (zy,) = 1 dir ve f (z,,) dizisinin her bir terimi = 1 oldugundan bu
dizi 0 e yakinsamaz, f (z,) - 0. O

Teorem. Metrik uzaylar arasindaki bir f : (X, dx) — (Y, dy) fonksiy-
onu i¢in agagidaki ifadeler egdegerdir :

(I)Va € X,Ve > 0,3 (g,a) >0, dx(z,a) <d=dy(f(z), f(a)) <e
(f (Bax (0,8)) € Bay ((a).) )

(ii) Y de agik olan her V(€ 74, ) kiimesi i¢in f~1 (V) (€ 745, ) X de
agiktir.

(iii) Y de kapali olan her H kiimesi icin f~! (H) X de kapaldir.

(iv) VA C X igin f(A) C f(A) gergeklenir.

Ispat. (ii)=(i): YV € 74, icin f~' (V) € 74, gerceklensin. a € X
olsun ve

V =By, (f(a),e) ={y: y € Y, dy(f (a) ,y)<e}

gdzoniine alalim. Hipotezden f~! (By, (f(a),€)) € T4y vea € f~1 (Ba, (f(a),e))
oldugundan bir § > 0 , By, (a,8) C f~1 (B, (f(a),e)) gergeklenmek
tizere vardir. Bu ise her bir ¢ € By, (a,0) i¢in yani dx(z,a) < ¢ iken
f(z) € Bay (f(a),e) olmasi ya da denk olarak dy (f (z), f (a))<e olmasi
demektir. Bu ise a noktasinda siirekli olma tanimindan bagka bir gey
degildir. Bu a, X de keyfi secilmis nokta oldugundan f in X in her
noktasinda siirekli olmasi, yani f in siirekli olmasi demektir.
(1)=(ii): f : (X,dx) — (Y, dy) siirekli olsun. V' € 74, ve f =1 (V)
olsun. f~1(V) =0 ise 0 € 74, gergeklendigini not edelim. f~ ( )
ise [ (V) € 14, gergeklendigini gostermek istiyoruz. a € f~!
olsun, bu

£0
#0
(V)

flaye f(fH (V) cV=fla)eV
verir. V' € 14, oldugundan bir € > 0, By, (f(a),e) C V olacak sekilde
vardir. Siirekliligin tanimindan bir § > 0,

dx(z,a) <d=dy(f(z),f(a)) <e

gerceklenmek tizere vardir. Ama bu

f (de (CL, 5)) - de(f(a)7€) -

demektir, sezgisel olarak bu ifade f in a ya § dan yakin noktalar1 f(a)
va € dan yakin noktalara gondermesi seklinde yorumlanabilir.

[ (Biy(a,8)) CV

= a € By, (a,0) “H(f (Bay(a,8)) C 1 (V)
(V)
O halde f=1 (V) den sectigimiz her nokta icin o noktay1 iceren bir agik

yuvar f~1(V) de kapsanmak iizere vardir. O halde f~! (V) nin her
noktasi i¢ noktadir, dolayisiyla f=! (V) aciktar.

cf
cf

= ac BdX(a, (5)
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(il)=-(iii): (ii) dogru, H CY de kapali alt kiime olsun. Bu durumda
Cy H Y nin agik alt kiimesi yani Cy H € 74, olur. (ii) den f~! (CyH) =
7YY N H) =X~ f1(H) acik dolaywsiyla f~! (H) X de kapahdir.

(iii)=(iv): A C X olsun. f(A) C f(A) = A C f1(f(4) C
= (f(A)) ve f1 (f(A)) X de kapalidir,

ACf

c () =
Ac (@) = 1 (F@)

= f@) s (7)) < 7

gergeklenir. Yani (iii)=(iv): dogrudur.

(iv)=-(i): (iv) dogru, a € X olsun. f in a noktasinda siirekli oldugunu
gosterecegiz.

(Tn) ey © X ven — oo i¢in 2, — a olsun. Eger f (z,) » f(a) ise
bir € > 0 sayist her £ € N igin In; > k:

dy (f (zn,), f (a)) > € gerceklenmek iizere segilebilir. A = {x,, : k €
N } gézoniine alinsin. z, — a oldugundan z,, — a gerceklenir. O halde

a € Aolur ve (iv) den f (a) € f(A) C f(A) = f(a) € f(A) gergeklenir,
fakat Bg, (f (a),e) N f(A) = 0 celiskisi elde edilir. O halde f (z,) »
f (a) ifadesi dogru degildir, f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. [J

Ornek. X =Y = C[0,1], [0,1] iizerinde reel degerli siirekli fonksiy-
onlarin kiimesi iizerinde

doo(f,9) = sup |f(t) —g(t)]

t€[0,1]

metrigi verilsin, ¢ : X — Y fonksiyonu her f € C'[0,1] (ve 0 < t < 1)
icin

(6(1) (1) = / £(s).ds
0

ile tanimli ise ¢ fonksiyonu siireklidir?

1 1
Not: f,g € C'[0,1] iQinglf(x)-g(ﬂf)\ dr = ( sup If(x)|> [ lg(@)] .dx

z€[0,1] 0
gecerlidir. Gergekten

Vz € [0,1] igin
[f(x)] = sup |f(z)]
z€[0,1]
= Vz € [0,1] igin [f(z)]. [g(z)| = ( sup !f(i@!) l9(z)|
z€[0,1]
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= Vz € [0,1] igin

1 1

1
/If(w)-g(x)ledivz/If(iv)|~|g(ﬂf)!-dfc§/(SUP If(w)\> l9()| de
0 0

z€(0,1
) 0.1

1

0

Qozlim. € > 0 verilsin.

[(@() (8) = (o(9)) (1)] =

/ F(s).ds — ] o(s).ds
0

< 0/ 1F(5) — g(s)] ds

gecerlidir. Notta verilen esitsizlik ve ispat1 goziine alinirsa

vz € [0, 1] icin| f(x) — g(x)| .1 < ( sup 1f(@) - g(x)|) 1 B
ze|0,

/|f($) —g(s)| 1ds = (Sup £ (s) —9(8)|> /dS
s€[0,1] ;

0

=t. ( sup |f(s) —g(5)|> = sup [f(s) —9(s)| = dw(f,9)

s€l0,1] s€[0,1]

gergeklenir. Dolayisiyla her f, g € C'[0, 1] igin

doo(0(f), 9(9)) = doo(f 9)

gergeklenir. 6 = e alinirsa iddia agiktir. (doo(f, 9) < § = doo(0(f), ¢(9))

doo(f,9) <e)
Alistirma. I acik araliginin her bir noktasinda siirekli reel degerli

bir f fonksiyonu verilsin, / da bir zy noktasi ve I nin her bir
ni¢in xy € I, ve lim, |1,| = 0 (burada |/,,| I,, araligimin uzunlugu)
gergekleyen keyfi bir {I,} 7 | alt aralik ailesi i¢in

A
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flwo) = tim = [ f(2)da

naaﬂ[| I,

gecerlidir?
Coziim. € > 0 verilsin ¢ > 0 sayisi |z — x| < diken |f(x) — f(zo)] <
e gergeklenmek iizere segilsin. Bu durumda |7,,| < ¢ iken

1
L] i,

1

f(@) dx (f(ffo) — f(z)) dx

< ‘I|/ |f(x) = f(zo)| du

edx

‘f(l’o)

<
|In| I
= €.

Ornek. (X, d) bir metrik uzay ve her bir i € {1,...,n} icin f; : X —
R fonksiyonlar: siirekli olsun. Bu durumda her z € X igin f(x) =
(f1(z), fo(x), ..., fn(x)) ile tammmh f: X — R™ fonksiyonu siireklidir?
Cozlim. xg, X de keyfi bir nokta olsun. Her bir f; siirekli oldugundan
verilen bir € > 0 igin her bir ¢ € {1,...,n} indisine karsilik bir §; > 0
sayist her x € X ve her i € {1,...,n} i¢in
€

d(z,20) < d; = |fi(z) — fi(zo)| < NG

gerceklenmek iizere vardir. § = min {d1, ..., d, } almirsa

d(z,z9) <0 =

1

(@), Sw0) = {(1(&) = fil@0)* + o+ (Jalo) = fulw))*} <2

gerceklenir. Boylece f fonksiyonu zg € X noktasinda siireklidir. xg
keyfi secildiginden f X ftzerinde stireklidir.

Ornek. (X, d) bir metrik uzay, her bir i € {1,...,n} icin f; : X = R
fonksiyon olmak iizere, her bir x € X igin f(x) = (f1(z), fo(x), ..., fu(x))
ile tanimh f : X — R” fonksiyonu gézontine alinsin. Eger f X iizerinde
stirekli ise, her bir f; X tlizerinde siireklidir, gosteriniz.

Coztim. Her bir ¢ € {1,...,n} igin

d(f(x (Z |fi(z) — fi |>§
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olmak lizere
|filz) = fiy)| = d(f(2), f(y))

gecerlidir. zp € X olsun. € > 0 verilsin f; stirekli mi? f, zg € X
noktasinda siirekli oldugundan 36 = 0 (¢) :

1
2

d(x,x0) <6 =d(f(x) (Z |filz) = fi 960)’2) <e

N[

= |fi(z) — fi(zo)| = (Z \fi(z) — fi xo)!2> <e

gegerlidir. @ € {1,....,n} igin d(z,z9) < 6 = |fi(z) — fi(zo)| < €
gegerlidir. Yani her bir f; siireklidir.

Teorem. Metrik uzaylar arasindaki bir . f : (X,dx) — (Y,dy)
fonksiyonunun siirekli olmasi igin gyk Y deki her By, (y,0) icin

F (Bay (y,0)) € 1ay

gerceklenmesidir.

Ispat. = f siirekli ve By, (y,0) ise Y de agik yuvar olsun. By, (y, )
Y de agik kiime oldugundan son teoremin (i) sikkindan f =1 (Bg, (y,6)) €
Tdy gerceklenir.

< Y deki her By, (y,0) agik yuvari igin £~ (By, (y,9)) X de agk
olsun. f(a), Y de bir nokta ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda By, (f(a),¢)
Y de bir acik yuvardir. f~!(Bg, (f(a),¢)) € 74, dir. Bu durumda

ae f! (Bay (f(a),€))

ve f~1(Bg, (f(a),€)) X de aciktir. Dolayisiyla By, (a,§) agik yuvar
By (a,8) € f~1(Ba, (f(a),e)) gergeklenmek iizere vardir. Boylece

x € By, (a,8) = f(z) € Bay (f(a),€)

gecerlidir, yani f stireklidir.

Ornek. (X,d) ayrik metrik uzay, (Y, p) herhangi bir metrik uzay
olsun. Her f : (X,d) — (Y,p) fonksiyonu siireklidir. YV € 7, i¢in
f~1(V) € 74, ¢iinkii X iizerinde ayrik metrik oldugu icin VU € X =
U € 14 gegerlidir. O halde f~1 (V) S X = f~1(V) € 74 olur.

Ornek. X = R? iizerinde (z1,22), (y1,92) € R? iizerinde

de ((z1,22), (y1,92)) = \/(931 — 1) + (w2 — )
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metrigi, Y = R {izerinde z, y € R igin d(z,y) = |x — y| metrigi gdzoniine
almsm. (z,y) € R? i¢in f ((z,y)) =  ile tammh f : (R?,d.) — (R,d)
fonksiyonu siireklidir?
Coziim. a € Rigin By(a,8) = (a —§,a+6) ve f~ 1 ((a—5,a+6)) =
{(z,y) :a—6 <x < a+d} R? iizerinde aciktir. f siireklidir.
Ornegin 0 € R ve By(0, %) = (—%, %) icin ! ((—%, %)) = {(z,y) : —% <z < %}dir.

wt
|

~
|

[

Hatirlatma. a) Eger f(X) =Y ise, f fonksiyonuna, Y kiimesi tzerine
bir fonksiyon veya strjektif fonksiyon denir. Diger bir deyigle, f : X —
Y fonksiyonunun siirjektif olmas: i¢in gerek ve yeter kosul Vy € Y nin
en azindan bir x € X in goriintisii olmasidir.

(b) Herhangi iki xj,22 € X i¢in 21 # x2 = f(x1) # f(z2) ise
f fonksiyonuna birebir veya injektif fonksiyon denir. f fonksiyonunun
birebir olmas: i¢in gerek ve yeter kosul, X kiimesinin farkli eleman-
larmin goriintiilerinin farklh olmasidir. Bu da Vy € f(X) in, X kiimesine
ait tek bir elemanin gorintiisii olmasini gerektirir.

(c) Eger f hem birebir hem de tizerine bir fonksiyon ise, f fonksiy-
onuna bijektif fonksiyon denir.

(d) f: X — Y bijektif olsun. Bu durumda

"h(y) = = i¢in gyk f(z) = y"

ile verilen h : Y — X fonksiyonu f in tersi olarak isimlendirilir ve f~!
ile gosterilir. f~1:Y = X, f~lof=1Ix ve fo f~! = Iy gercekleyen
bir fonksiyondur.

(e) f : X — Y bijektif fonsiyon ise f~! : ¥ — X de bijektif
fonksiyondur.

Tamim. (X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay, f : (X,dx) — (Y,dy)
injektif, 6rten ve siirekli bir fonksiyon ve tersi f=!: (Y, dy) — (X,dx)
stirekli bir fonksiyon ise f fonksiyonu bir homeomorfizma ( homeomorfi
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vada topolojik esyapi doniigiimii) olarak isimlendirilir, . (X,dx) ve
(Y,dy) metrik uzaylar1 arasinda bir homeomorfi varsa bu uzaylara
homeomorf uzaylar denir ve X =Y yazilir.

Teorem. [ : (X,dx) — (Y,dy) bir bijektif fonksiyon olsun. Bu
durumda agagidaki ifadeler egdegerdir:

(a) f bir homeomorfidir.

(b) G € 74 icin gyk f (G) € 14,

(c) F C X alt kiimesinin 74, - kapali olmasi i¢in gyk f (F) C Y alt
kiimesinin 74, -kapali olmasidir.

ispat:

(a) =(b) f bir homeomorfi olsun. Bu durumda tanimdan f ve f~!
siireklidir. f~! siirekli oldugundan G, X de agiksa ( ffl)f1 (@)Y de
aciktir. Fakat (f’l)f1 (G) = f(GQ) dir. O halde f(GQ) Y de agiktur.

f(G) Y de acik olsun. f siirekli oldugunda f~! (f(G)) T2 G X de
aciktir.

(b) =(c) F, X de kapali olsun. Bu durumda X —F' € 74, . Hipotez-
den f(X —F) € 74, gecerlidir ve f nin bijektifligi f(X —F) =Y — f(F)
verdiginden f(F'), Y de kapalidir.

f(F), Y de kapali olsun. Y — f(F) Y de agiktir. Bu durumda Y —
f(F) = f(X—F) agktir, (b) den X —F X de agik F' de X de kapalidir.

(c) =(a) W 74, -kapah olsun. f (f~1(W)) J lizexine T4, -kapall

oldugundan hipotezden f~1(W) 74, - kapalidir, dolayisiyla f siireklidir.

F, X de kapal olsun. Hipotezden f(F) 74, -kapall oldugu icin
(f’l)f1 (F) = f(F) kapah f~1 siireklidir.

Teorem. f: X - Y veg:Y — X siirekli, gof =1Ix ve fog= Iy
ise f bir homeomorfi ve g = f~! dir.

Ispat. f: X - Y ve g: Y — X seklinde verilen iki fonksiyonun
bilegke fonksiyonlar1 go f = Ix ve f o g = Iy gercekleniyor ise f ve g
nin bijektif

fonksiyon ve g = f~! dir. O halde f ve f~! siirekli, dolayisiyla f bir
homeomorfidir.

Ornek. R iizerinde z,y € R icin d(x,y) = |z — y| metrigi gdzoniine
alinsin.

(R, d) uzayi, (R,d) nin (—1,1) iizerinde belirledigi metrik alt uzaya
x |z
homeomorftur. f : R — (=1,1),y = f(x) = T+l (If(z)] = T+ ]

1) fonksiyonu siireklidir. Bu fonksiyonun tersi olan g(y) = 17" ile
-y

tammh g : (—1,1) — R fonksiyonu da siireklidir.
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_r
o T 1+jz|
] sl
1+ |z
oldugundan g o f = Ig ve benzer gekilde
_Yy
y 51—y
y oy - y>0)
1—ly| 1+’ y ‘
1— [yl

gegerli oldugundan f o g = I_y ) gegerlidir. O halde g = f~1 ve f bir
homeomorfidir. Dolayisiyla R 2(—1, 1) gegerlidir.

Tanim. (X,dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay, f : X — Y bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonu, verilen her € > 0 sayisina, her z,y € X
icin dx(z,y) < 6 = dy(f(z), f(y)) < € gergeklenmek tizere bir § > 0
kars: geliyorsa, diizgiin siirekli fonksiyon olarak isimlendirilir.

Uyart. (X, dx) ve (Y,dy) birer metrik uzay, f : X — Y bir fonksiyon
olsun. f fonksiyonunun siirekliligi ve diizgiin siirekliligi agagidaki sekilde
ifade edilebilir:

Stireklilik:

(Ve > 0) (Y € X) (35 > 0) (Va:/ c X)
dx(z,2') <6 = dy(f(z), f(z)) < e

Diizgiin stireklilik

(Ve > 0) (36 > 0) (Vz € X) (vx’ e X)

dx(z,2') <6 = dy(f(z), f(z)) < e

Uyar1. x noktasinda siirekli bir fonksiyon i¢in § nin degeri hem x e
hem de € sayisina baglh olabilirken yani § = d(x, €) iken, diizgiin siirekli
bir fonksiyon i¢in yalmzca § = d(e) gegerlidir.

Onerme (X, d) bir metrik uzay, § # A € X olsun. z € X icin
f:+ X — R, fonksiyonu f(x) = dist (x,A) ile tamumlansin. f diizgiin
stireklidir.

Ispat. a € A olsun. Bu durumda her z, y € X i¢in

dist (z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)

yani
dist (z,A) = d(x,y) + d(y,a)
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gegerlidir. a € A tizerinden infimum alimir, dist (y, A) nin yeri degistir-
ilirse
dist (x, A) — dist (y, A) < d(z,y)
elde edilir. Simetriden x ve ynin yeri degistirilirse
dist (y, A) — dist (x, A) < d(z,y)
elde edilir, dolayisiyla

|f () = [ (y)| = |dist (z, A) — dist (y, A)| < d(x,y)

gegerlidir. € > 0 verilsin, = € alinirsa

d(z,y) <o =|f(z) = fy)l <e

gerceklenir, yani f diizgiin siireklidir.
Ornek. SeR\ {0}, x = (21, ..., Tn) , ¥ = (Y1, .-, Yn) ER i¢in d (x,y) =

\/<§: (x; —yi)2> (=|lx—yl|l) olmak iizere fz : (R",d) — (R",d) ,

i=1
fs(x) = B.x fonksiyonu tanimlansin. fg bir homeomorfizmadir? (5.x =
B (@1, @) = (Bt s Barn) 1] = B I, d (B, B.y) = 8] I — ¥
gergeklenir).

Coziim. € > 0 verilsin, § = ﬁ segilirse

d(x,y) < 6= d(fs(x),fs(y)) = d(Bx,0.y)

= J (Z (B — 5-%‘)2) = J (52 Z (zi — yi)2>

= |8].d(x,y) < \mﬁ:a

fa: (R",d) = (R",d) diizgiin siirekli, dolayisiyla siireklidir.
fﬁ_l(x) = %x ve Vx €R" icin

(157 0 15) ) = 1745 00 = 5 (B0 = 3Bx = x

ve

(f2055) 00 = £ (1°00) = 1 () = J6x =

dolayisiyla fg bijektiftir.
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fﬁ_ 1 de siireklidir. Gercekten a€R”™ keyfi bir nokta, € > 0 olsun,
d = |B| . alimirsa

d(x,a) < 6=

4 (£7600.05" @) = (;x ;a)

— Td(xa) < 18] €

18l !ﬁ |
fs ! a noktasinda siirekli, fs bir homeomorfidir.

Tan:m (X, d) ve (Y,p) metrik uzaylar olsun. Bir f : — Y
fonksiyonu eger 3K > 0 : Vz,y € X icin p(f (z),f(y)) = K d(w,y)
gergekleniyorsa Lipschitz fonksiyonu olarak isimlendirilir.

Teorem. (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f : X — Y diizgiin siirekli
fonksiyon olsun. f Cauchy dizilerini Cauchy dizilerine resmeder.

Ispat. (xn), X de bir Cauchy dizisi ve € > 0 olsun. Bu durumda
36 >0:d(z,y) <d= p(f(x),f(y) < e gegerlidir. Dolayisiyla IN €
N:Vn,m > N = d(xn, zm) < 0 ger¢eklenir. Bu bilgileri toparlarsak

n,m =N = d(x,,tm) <0=p(f(zn), f(zm)) <e

gergeklenir. Yani (f (z,,)), Y de bir Cauchy dizisidir.

Uyari. Genel olarak siirekli bir fonksiyon Cauchy dizilerini Cauchy
dizilerine resmetmek zorunda degildir. Bunun igin en basit érnek, x €
(0,00) i¢in f (z) = Lile tanimlanan f : (0, 00) — (0, 00) fonksiyonudur.
Bu fonksiyon (%)n ey Cauchy dizisini, Cauchy dizisi olmayan (n)
dizisine resmeder.

Tanum. (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, x € X olsun. Bir f : X - Y
fonksiyonu eger Va,y € X i¢in p (f (x), f (y)) = d(x,y) gergekliyorsa
izometri olarak isimlendirilir. Eger f {izerine bir izometri ise X e Yye
izometrik denir. Uzerine izometri izomorfi olarak isimlendirilir.

Uyari. Agiktir ki bir izometri bir Lipschitz fonksiyonu dolayisiyla
diizgiin siirekli fonksiyondur.

Ornek. w € C, |w| = 1 ise z € Cigin f, (2) = wz ile tammh f,, :
(C,|.]) = (C,].]) fonksiyonu bir izomorfidir?

Coziim. u € C keyfi kompleks sayis1 gozoniine alinirsa > € Cdir ve
fw (%) = w_ = u gegerlidir, yani f,, ortendir.

Ayrica Vz1, z9 € C igin

neN

|fuw (21) = fu (21)| = |wz1 — wza| = |w| |21 — 22| = [21 — 22

oldugundan f izometridir. O halde f, izomorfidir.
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Ornek. (z,y) € R? i¢in f (z,y) = x + iy ile tamml f : (R, d.) —
(C,|.|) fonksiyonu bir izometridir?

Coziim. Yz, ze € C igin

p(z1,22) = [21 — 22

olmak {izere, her a = (x1,%1) ,b = (72,%2) € R? igin

e (a,b) = de (21, 1) , (22, 92)) = \/ (01 — 22)° + (91 — 1)’

= (w1 —x2) +i(y1 — y2)| = [(z1 +iy1) — (22 +iy2)|

= (x1,91) = f (22, 92)| = |f (@) = £ (0)| = p(f(a), F(D))

gerceklendiginden f izometridir.

Ornek. (R, |.|) uzaymin X = [0, 1] iizerinde belirledigi metrik dx ,
Y = [0, 3] iizerinde belirledigi metrik dy olmak tizere igin z € R i¢in
f(z) = 3z ile tanimh f : (X,dx) — (Y,dy) fonksiyonu bir izometri
midir?

Coziim. Her z,y € X igin

dy (f(z), f(y)) = 3z — 3y| = 3. |z — y| = 3dx (2, y)

dolayisiyla f bir izometri degildir.

Ornek. z € R igin f(z) = (2,0) ile tammh f : (R,].[) = (R? de)
fonksiyonu bir izometridir, ama izomorfi degildir?

Cozim. Her z,y € R igin

de (@), F(5) = (@ = 9)? + (0= 0)2 = o — g

gergeklendiginden f izometridir. (0,1) € R? icin f(z) = (0,1) olacak
sekilde bir € R yoktur. f {izerine olmadig: i¢in izomorfi degildir.
Onerme. Uzerine bir izometri bir homeomorfizmadar.

Ispat. Bir izometri injektif yani birebirdir, aksi halde z # y icin
0=p(f(x),f(y) =d(x,y) # 0 geligkisi elde edilirdi.

d(z,y) <d(=¢) = (d(z,y) =)p(f(2),f(y) <e

gerceklenir, yani f siireklidir..
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Ve',y €Y icin Ix,;ye X:f (z) =z, f(y) =y ve f iizerine izometri
oldugundan

p(e0) = (7 (@).7 W) = d(a.v)

TR @) ) =d () ()

gecerlidir, o halde f~! de izometridir, dolayisiyla siireklidir.
Onerme. a ) Bir Cauchy dizisinin izometri altindaki gorintisi yine bir
Cauchy dizisidir.

b) Yakinsak bir dizinin izometri altindaki goriintiisii yakinsak bir
dizidir.

Ispat. (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f : X — Y izometri olsun.

a) (n),en » X de bir Cauchy dizisi olsun. € > 0 verilsin, AN € N :
Vn,m 2 N = d(xy, ) < € gergeklenir. Bu durumda Vn,m = N igin
9 (F (@) f (#m)) = d(n, 2m) < egerceklens.

b) (), ey » X de yakisak bir dizi, z,, — 2 olsun. € > 0 verilsin,
dN e N:Vn 2 N = d(z,, ) < € gegerlidir. Bu durumda, Vn = N i¢in
p(f(zn), f(x)) =d(zp,x) < e dur. Boylece f (zy,) — f(x)dir.

Lemma. Eger (X,d) , (Y, p) ve (Z,0) metrik uzaylar ve g : X — Y,
f Y — Z siirekli ise , bilegke fonksiyon fog: X — Z siireklidir.

ispat, € > 0 verilsin ve z € X olsun. f siirekli oldugundan bir §; > 0
(eve fog(z) = f(g(x)) e bagh)

p(9(x),y) < 01 iken o(f(g(x)), f(y)) <e

gergeklenmek tizere bulunabilir. Yine

g siirekli oldugundan bir d2 > 0 (01 ve g(z) e bagh)

d(z,t) < 63 iken p(g(z),g(t)) < 01

gergeklenmek tizere bulunabilir. Ohalde

d(x,t) < 62 iken o(f(g(x)), f(g(t))) < € gegerlidir. O

Alistirma. R ve R? {izerinde sirasiyla karg: gelen Oklidyen metrikler
taniml olsun.

(i) f:R — Rveg: R — Rsiirekli olsun. (£, g) : R? — R? fonksiyonu
siireklidir?

(i) M(x,y) = zy ile verilen M : R? — R fonksiyonu siireklidir.

(iii) Bilegke kuralim kullanarak m(z,y) = f(x)g(y) ile verilen m :
R? — R fonksiyonunun siirekli oldugunu gosteriniz.

Coziim. (i) (x,y) € R? olsun. € > 0 verilsin. Bir §; > 0 say1st

€
o 5| < 61 = |() — F(s)] < &
gerceklenmek ve ds > 0 sayisi da

€
ly —t] < d2 = [g(y) —g(t)| < 5
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gergeklenmek tizere vardir. Eger 6 = min(dy,02) tammlarsak, bu du-
rumda de ((,y), (s,1)) (= [I(z,y) — (s,)ll2) <6 =

|z —s| <0 <6 vely—t] < <do

dolayisiyla
€
[f(z) = f(s)] < e/2velg(y) —g(t)] < 5

gecerlidir.

= f(2) = £(s)] + |g(y) =g < 5+ 5 =¢

gergeklenir. )
Ya da ||||2 , R? iizerinde Oklidyen norm olmak iizere (f(z),g(y)) =

(f(2),0) + (0,9(y)) ve (f(s),9(t)) = (f(s),0) + (0, 9(t)) kullamlrsa

1(f(2), 9(y)) = (f(5), 9@)ll2 = [ (£ (2),0) + (0, 9(y))) — ((f(5),0) + (0, 9(£))) ll2
= [1((f(2),0) = (f(5),0)) + ((0,9(y)) = (0, 9(£))) ||2
< [1(f(2),0) = (f(5),0)ll2 + 110, g(y)) — (0, (1)) |2
= |f(z) —

(@) = () +1g(y) —g(t)] <€

gergeklenir.
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17. Kompakt Metrik Uzaylar

Tanmim. Bir X metrik uzaymin agik kiimelerinin (sayilabilir ya da
sayllamaz ) bir {Us},c toplulugu, X € J, o Us gergekliyorsa X
in acik ortiiliigii olarak isimlendirilir. Bir X metrik uzay1 her agik
ortiiliisii sonlu alt ortiiliise sahip ise kompakt metrik uzay olarak
isimlendirilir. Yani {U,}, . toplulugu X i¢in agik ortiiliis ise

N
3{041,...,(XN};A1X§ UUOtn

n=1

gercgeklenir.
(X,dx) metrik uzay1 ve A C X olsun. A(C X)alt kiimesine A
tizerindeki (A, d4) metrik alt uzayma gore kompaktsa kompakt denir.
Teorem. (X, dy) metrik uzay1 ve A C X tizerindeki (A, d4) metrik
alt uzay1 gozoniine alinsin. A metrik alt uzayimin kompakt olmasi icin
gyk A nin 74,-acik her agik ortiiliisiiniin sonlu alt ortiiliige sahip ol-
masidir.
Ispat. (E){Gatgen A nin 74,- acik ortiiliisii olsun ( |J Go = A).
aeA
SE
Metrik alt uzay tamimindan

dH, €14y :Go=ANH, C H,

gegerlidir. Boylece A = |J Go € |J Hy yani {Hqo}yep A nin 74, -acik
aEA aEA
ortiiliistidiir. A kiimesi 74, --kompakt alt kiime oldugundan {Hs},ca

ortiiliisliniin sonlu bir alt ortiiliigii

ACH, U...UH,, (Ha, € {Ha}oen)

olacak sekilde vardir, bu durumda
A= AN(H, U..UH,,)

= (ANH,)U..U(ANH,))
Gy U... UG,

gegerlidir. Boylece {Gq},ca sonlubir {Gq,, ..., Gq, } alt ortiiliisi kapsar
ve (A, dy) kompakttir.
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= {Ha}oen A nm 7g-acik Ortiiliigii olsun. Her bir o € A igin
G, = AN H, tammmlayalim, bu durumda

A C UHa
aEA
= A:Am(U Ha> = J UnH) = Ga
aEA aEA aEA

elde edilir. Ama G, € 74, ve boylece {Gqa}yen A nin 74, -acik Srtiiliisiidiir.
Hipotezden A, 74,-kompakt oldugundan {Ga},ca sonlubir {Ga,,...,Ga, }
alt ortiiliisii kapsar. Buna gore

A = Gy U..UG,,
= (ANHy )U...U(ANH,,)
= AN(Hy U...UH,,)

C Ho U...UH,,

gecerlidir. O halde {Ha},ca sonlu bir {Hy,, ..., Hq, } alt ortiiliisiine
indifgenebilir, dolayisiyla A, 74, - kompakttir.

Ornek: a) R iizerinde standart metrigin (0, 1) tizerinde belirledigi
metrik alt uzaya gore (0, 1) topolojik uzay1 kompakt degildir.

Coziim. (0,1) in, n € N olmak {izere U,, = (O, 1— ﬁ) agik alt

kiimelerinin olusturdugu {U,}, .y ailesi gézoniine alinsin.

(0’1):U<0’1_n-1u)

n

oldugundan {U,}, <y (0,1) in bir acik értiiliigiidiir. Sonlu sayida Uy, ile
(0, 1) ortiilemez. Bir an i¢in bunun miimkiin oldugunu, Uy,(1), Up(2), -+
Un(ky sonlu ailesinin (0, 1) in bir ortiiliisii oldugunu, farzedelim. n, =
max{n(1),n(3),...,n(k)} olsun bu durumda

1
Un(l) U Un(2) U...u Un(k) = <0, 1-— — 1)
£ (0,1)
O halde (0, 1) tizerindeki metrik alt uzaya gore kompakt degildir.[]

Ornek: Sonsuz X kiimesi tizerinde d ayrik metrigi gézoniine alinsi.
X kompakt degildir, gosterin,
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Coziim. Vz € X i¢in By (x, %) = {z} oldugundan {Bd (:L‘, %) tx € X} X

i¢in bir agik ortuligtir. |J By (:c, %) = U {z} = X gegerlidir. Ama
reX reX

X sonsuz oldugundan{Bd (ac, %) rxeX }ailesinin sonlu alt ailesi sonlu
nokta kiimesinden ibarettir, X i 6erten sonlu alt ortiiliis yoktur.

Ornek: (R, |.|) kompakt degildir, gosterin,

Coziim. R nin, n € N olmak tizere U,, = (—n, n) agik alt kiimelerinin
olusturdugu {U, },c ailesi gozoniine alinsin.

R = U (—n,n)

Clinkii Vo € Rig¢in 3n’ e N:n/ > |z| = 2 € (=n/,n/) CJ(—n,n)
n
ve |J(—n,n) € R her zaman dogrudur. Sonlu sayida U, ile R ortiile-
n

mez. Bir an igin bunun miimkiin oldugunu, U,,(1), Uy (2), -+, Up(x) sonlu
ailesinin R nin bir értiiliisti oldugunu, farzedelim. ny = max{n(1),n(3),...,n(k)}
olsun bu durumda

Un(l) U Un(g) U...u Un(k) = Uy,
= (—ngne) #R

gecerlidir. {Uy,}, o acik ortiiliigii R yi érten sonlu bir alt ortiiliise
sahip degildir yani (R, |.|) kompakt degildir.

Ornek: (R, |.|) metrik uzaymmn A = (0, 1) iizerinde belirledigi metrik
alt uzayim kompakt olmadigini gosterin. Yol Gosterme: n = 1,2, 3,4, ...

igin G,, = (7#2’ %) kiimelerinden olusan {G,},-; agk ortiiliigliniin

sonlu alt ortiiliise sahip olmadigimi gosterin.
Coziim. (0,1) = |J Gy, fakat {G} 2, ailesi A = (0,1) i 6rten sonlu
=1

n=
alt ortiiliige sahip olabilir mi? Bu ailenin sonlu bir alt ailesi { (a1, b1), (a2,b2) , ..., (an, bp)}
formundadir. Eger € = min {ay,...,an} alimirsa € > 0 ve
(a1,b1) U (a2,b2) U ... U (an,by) S (e,1)gergeklenir. Fakat (0,e] N
(e,1) = 0 oldugundan {(ai,b1), (az,b2),..., (an,bn)}, A = (0,1) i¢in
sonlu ortiiliis degildir. {G,},~; ailesi sonlu alt ortiiliige sahip degildir,
dolayisiyla A kompakt degildir.
Ornek. (R, |.|) metrik uzaymin A = (0, 1] iizerinde belirledigi metrik
alt uzay olsun. {(%,1] :n € N\ {¥}} ailesi, A icin sonlu alt drtiiliige
sahip olmayan bir agik ortiiliis oldugu i¢inA kompakt degildir.
[The Heine—Borel Teorem.] R iizerinde mutlak deger metrigi
verilsin. Kapali ve smirl [a, b] araligi kompakttir.
Ispat. C, [a,b] icin acik ortiiliis olsun. ( yani C ailesinin elamanlar
agik kiimeler ve Jy o U 2 [a, b] kapsamasi gegerli olsun) . Eger C; [a, c]
nin sonlu alt ortiiliisii ve Ca ise [c,b] nin sonlu alt ortiiliisii ise C; U Co
[a, b] nin sonlu alt ortiiliigi olur.
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C nin [a, b] yi 6rten sonlu alt ortiiliigiiniin olmadigini farzedelim. ag =
a, bp = b, ve ¢ = (ag + bp)/2 tammlayalim. Bu durumda C [ag, ¢g] ve
[co, bo] araliklarimin en az biri igin sonlu alt ortiiliise sahip degildir. Eger
[ag, co] sonlu alt ortiiliige sahip degil ise a1 = ag, b1 = ¢p tamimlayalim.
Aksi durumda a1 = c¢g, by = by. tanimlayalim. Her iki durumda da
biliyoruz ki

(i) a=ao <ay < by <by =0,

(ii) Eger F, C in sonlu alt ailesi ise bu durumda | J;;c U 2 [a1, b1],

(111) b1 —a] = (b — a)/2

Indiiksiyonla devam edilirse agsagidakiler elde edilir

(1)n a<ap1<a,<b, <b,_1 <0

(i), Eger F, C nin sonlu alt ailesi ise, bu durumda (J;crU 2
[@n, by

(iii)y, by — ap =27"(b — a).

Bu durumda a,, tistten b ile sinirhi artan bir dizi olusturur , bir A <
b icin a, — A gerceklenir. Benzer gekilde bir B > a i¢in b, — B
gerceklenir. b, — a, — 0 oldugundan bir z € [a,b] igin A = B = x
gegerlidir. = € [a,b] ve ;e U 2 [a,b] oldugundan = € Vgergekleyen
bir V € C bulunabilir. V standart metrige gore acik oldugundan, bir
d >0 (z—0,x+6) CV olacak sekide vardir. ay, b, — x oldugundan
bir N € N |z —ay|, |z — by| < 0 olacak sekilde bulunabilir ve bdylece

[an,bN] C (x — 6,2+ 0) CV

gergeklenir ki bu da (ii) v ile gelisir. ( F = {V'} almak yeterli)

Tanim. Bir X metrik uzaymin alt kiimelerinin {44}, . toplu-
luguna, her {a, ..., ay} (S A) sonlu indis kiimesi igin (_; A, #
() gercekleniyorsa , sonlu arakesit 6zelligine sahiptir, denir.

Teorem.Bir X metrik uzaymmin kompakt olmasi i¢in gyk sonlu

arakesit 6zelligine sahip her kapali kiime ailesinin bostan farkli arakesite
sahip olmasidir.
Ispat (=) X kompakt ve {A,} sonlu arakesit 6zelligine ka-
pali kiime ailesi ve (), o Aa = 0 olsun. A, kapall kiimelerinin
biitiinleyenlerinden olusan {C XAoz}ae A acik kiime aiesini gozoniine
alalim.

N A=0= JCxA.=X

aEA acA

gergeklendiginden {C XAa}a X igin agik ortiiliistiir. X kompakt

oldugundan

en?’

El{ala R CVN} g A X - Ui:[:l[:XAan (g X)
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N N
=X = JCxA4q, = [ 4a, =0
n=1 n=1
gergeklenir, bu ise {A,} ailesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip
olmasi ile ¢elisir.

(<=) {U.}, X icin bir agik ortiiliig olsun. Bu durumda (. CxUas =

(). Bu durumda kapali kiimelerin {C XUa}a cA ailesi sonlu arakesit
ozelligine sahip olamaz. Dolayisiyla

N
I{aq, ..., an} S A: ﬂEXUaTL:@
n=1

gecerlidir. Buise (Y, Uy, = X demektir. {U,} sonlu alt 6rtiiliige
sahiptir.
Teorem.

a) Kompakt metrik uzaymn her kapali alt kiimesi kapalidir.

b) Eger K , X metrik uzaymin kompakt alt kiimesi ise kapalidir.
Ispat. (a) M, X kompakt metrik uzaymin kapal alt kiimesi olsun ve
{Ua}qen, M igin bir acik ortiiliis olsun. M kapali oldugundan {Uq },c oYU
{E xM } toplulugu, X i¢in bir agik ortiiliigtiir. X kompakt oldugundan

)

N
o, ...,ant EA X = (U Uan> ulxM
n=1
gegerlidir, yani {U,,, }7]:[:1 U {E xM } ailesi X igin bir sonlu alt értiiliigtiir.
O halde {U,, }2_,, M igin bir agik ortiiliistiir.

(b) K, X in kompakt alt kiimesi ve y ¢ K olsun. y ¢ Koldugunu
gostermek yeterlidir (bu K S Kdolayisiyla K = K verir). Her bir
x € K icin €; = d(z,y)/2 olsun. Bu durumda By(z, ;) N Bi(y, €z) =
0 gegerlidir. {Bg(w,€:)},cpx, K ic¢in agk ortiiliistiir ve K kompakt
oldugundan

N
El{xb R .’L‘N} g K:K - U Bd($n,€x)-
n=1
gergeklenir. € = min {ez,, ..., €z, } olsun. Bu durumda By(y,e€) N

K = 0 tur, ¢iinkii z € K ise
Ine{l,..,N}:2z € B(xn,€,) = 2 ¢ By, €z,)

Ba(y,€) € Ba(y,€z,) = = ¢ By(y,€) =y ¢ K
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Teorem.

(a) Kompakt bir uzaym stirekli fonksiyon altindaki goriintiisii kom-
pakttir.

(b) (X,d) ve (Y,p) kompakt metrik uzaylar f : (X,d) — (Y,p)
siirekli bijektif ise f=1 : (Y, p) — (X,d) siireklidir, yani f bir homeo-
morfidir.

Ispat. (a) (X, d) kompakt metrik uzay f : (X, d) — (Y, p) siirekli olsun.
J(X) kompakt midir? {Us},cn > f(X) igin agik ortiiliis, yani f(X)E

U U, olsun.
aEA
fXEYUa=xcrt(f(x)cr (UU>=Uf1
acA aEA aEA
gecerlidir, yani { f! )}a e » X i¢in bir agik ortiligtir, X kom-

pakt oldugundan

N
Hag, ...,an} SA: X C Uf_l(Uan)

n=1

gerceklenir, buradan hareketle

N N N
X)cf (U f—1<Uan)) = r(f ") € | Uan
n=1

gecerlidir, yani f(X) kompakttir.

b) f71:(Y,p) = (X,d) fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermek
igin, U € 74 i¢in (f~1)7Y(U) (= f (U)) € 7, gergeklendigini, yani f in
acik kiimeleri acik kiimelere gotiirdiigiinii gostermeliyiz. Cx U kompakt
uzayin kapali alt kiimesi oldugundan kompakttir, dolayisiyla f (B xU )
Y de kompakt oldugundan kapali, f bijektif oldugundan f (E xU ) =
Cy f (U) kapali yani f (U) actk f~!:Y — X siireklidir.

Teorem. Eger (X, d) kompakt metrik uzay, {Us},ca da X in agk
ortiiligii ise her Vo € X i¢in (e > 0)A (Ja € A) : By(x,e) € U,
gergeklenir. ¢ > 0 sayis1 X in {Ua},ca acik Ortiiliisiiniin Lebesgue
sayisi olarak isimlendirilir.

ispat. X = U U, ise Vz € X igin

aEA
Ja* € Az €Uy €7qg= Je, > 0: By(x,e,) € Uy

gergeklenir
{Bd r,%)reX } ailesi de X igin bir aglk ortiiltistiir ve X kom-

pakt oldugundan bu ailenin sonlu bir {Bd z;, = - >}i:1 alt ortiiligii vardir.
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€,

Lebesgue sayis1 € = min{ stried{l, .., m}} ile tanimlanir. Gergekten
reX=3je{l,...,m}:z e By, E%) gecerlidir.

€3,
y € By(x,e) = d(y,zj) <d(y,z) +d(z,z;) <e+ 7] < &g

dolayisiyla bir U, i¢in

€.
Bd(x75) - Bd(xja 7]) - Ua

gergeklenir.

Tamm. X metrik uzaymm A (€ X) alt kiimesine, eger her ¢ > 0 igin
bir {z,,} N_, sonlunoktakmesiAC Uf:[:l B(xp; €) gergeklenmek iizere varsa,
timel simirhdir denir. Bunu ifade etmenin bagka bir yolu, A min her
noktasinin z,, noktalarindan en az birine € uzaklig1 i¢inde olmasidir.
{,}"_| kiimesi A nmin e-ag1 olarak isimlendirilir.

Tanmim. (X, d) metrik uzaymn A (€ X) alt kiimesi bir z € X ve
€ > 0igin A C By(z,€) gergekleniyorsa sinirli olarak isimlendirilir.

Teorem. Her tiimel sinirh kiime smirhdir.

Ispat. (X, d) metrik uzayA C X olsun. A nin cap (A) = sup {d (z,y) : z,y € A} <
oo ise sinirh oldugunu biliyoruz. A nin tiimel sinirli oldugunu varsay-
alim, bu durumda birr € > 0 igin bir {z,}"_ sonlunoktakmesiAC

Uﬁ;l Bg(zy, €) gergeklenmek tizere vardir. z,y € A olsun. Bu durumda
3ap, @ € {2} 3y ¢ (d (21,2) < ) A(d (T, y) <€)
gergeklenir. Ayrica her z;, z,, € {z,}_; igin
36 >0:(0< B < o0)A (dzy, ) < B)

gecerlidir. Bu durumda

d(z,y) < d(z,x) + d(z1,y)

§ d (-’L’,ZE[) + d(.’L’l, I’m) +d (.’Bm, y) = d(l’,i{,’l) + d(vam) + d(.’L’m,iﬁl)

<ete+f <

saglanir. Dolayisiyla
cap (A) = sup{d(z,y) :z,y € A} < 0

gecerlidir.
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Ornek. 2 = {x = (@n)peny i Tn :N=R: Y |z, < +oo} ve da(x,y) =

n=1

o
S lan — yn\Q metrigi gozoniine alinirsa (62, dg) metrik uzayinda
n=1

en=|0,0,...,0, 1 0, ...
~~

n yinci koordinat

olmak fizere ¢* de (e,), oy dizisi yada A = {e, : n € N} kiimesi
gbzoniine alinsin. Bu durumda biitiin e, ler orjin merkezli kapal
birim yuvar yiizeyi iizerindedirler ve eger n # m= d(e,, em) = V2
gecerlidir.

cap (A) =sup{d(ej,e;) : ej,e,, € A} = V2 < 0

yani A smurhdir. Dolayisiyla eger € < v/2/2 ise e, dizisinin her-
hangi iki iiyesi aym e yaricaplh acik yuvarda olamaz, A y1 ort-
mek ic¢in bu acgik yuvarlardan sonsuz sayidasina ihtiya¢ duyariz,
dolayisiyla tiimel sinirli degildir. Tlimel sinirlilik ve sinirlilik sonsuz
boyutlu uzaylarda denk degildir.

Teorem. A, (X, d) metrik uzayimin kompakt alt kiimesi ise kapal ve
siirhidir.

Ispat. o € X olsun. Bu durumda {By(zg,€) N A :e > 0}, A icin
{B4(xo,€1), ..., Bq(xo, €,) } sonlu alt ortiiliigiine sahip bir agik ortiiliigtiir.
e* = mazx {€1, ..., €, } olsun. Bu durumda Vi € {1,...,n} igin

Bg(xo, €i) & Ba(zo;e") = A S By(zo;e")

gerceklenir, yani A sinirhidir.

A kapali midir? « € Cx A olsun, x i iceren ama A ile bos arakesite
sahip bir agik kiime bulabilmemiz ispati tamamlamak ic¢in yeterlidir,
bunun igin A nin alt 6rtiiliis 6zelligini kullanmaliyiz. p € A olsun. p # x
oldugundan U, =By (p, %d (p, w)) ve V, =By (w, %d (p,:c)) ayrik acik
kiimelerdir. {U, N A : p € A}ailesi A i¢in agk ortiiliigtiir ve A kompakt
oldugu icin bu ortiiliis sonlu bir

{Up, NA,...,U,, NA}

alt ortiliigline sahiptir,

n n

A:U(UpimA)gUUpi

i=1 i=1
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gerceklenir. (x €)V =V, N...NV,, olsun. Bu durumda her bir i €
{1,...,n} igin ve

VU, =0)ANAS U, U..UUp,)

gegerlidir, béylece V', x noktasini igeren ve A ile bog arakesite sahip
bir agik kiimedir.

ACU,U..UU, =VNASVN(U,U..UU,)=10

gecerlidir, sonucta Cx A acik, A kapahdir.

Tamim. Bir (X, d) metrik uzaymin limit noktas: kompakt olmasi
(ya da Bolzano- Weierstrass kompakt (kisaca BW-kompakt) olmas) i¢in
gyk X in her sonsuz alt kiimesinin X de bir yigilma noktasina sahip
olmasidir.

Teorem. Her kompakt metrik uzay limit noktasi kompakttir.

ispat. (X, d) kompakt bir uzay, A C X sonsuz alt kiime ise A nin bir
yigilma noktasi olmak zorundadir, géstermeliyiz. Bunun kargit tersini
gosterelim. Eger A kiimesinin bir yigilma noktasi yoksa A kiimesi sonlu
mudur?

A nin limit noktast bulunmadigimi farzedelim, bu A’ = @) ve A =
AUA" = AUD = A yani A kapal demektir. Bu durumda her bir x € X
icin, ¢ A’ (=0) dir, bu durumda Je, > 0 : By(x,e,) N A C {z}
gegerlidir. Yani By (z,e,) N A, A nin z den farkh noktasin igeremez,
ciinkii

0 egerx ¢ Aise

By (r,e.) N A= { {z} eger x € A ise

gecgerlidir. Her bir € X noktasinda A nin merkezinden farkh

bir noktay:1 igeremeyen (ki bu da da eger x € A ise miimkiindiir) bir

B (z,e5) agik yuvarma sahibiz. O halde {Bg (z,e5) : © € X} ailesi X

icin bir acik ortiiltistiir, X kompakt oldugundan bu ortiiliis sonlu bir
N

{By (xi,egci)}ijil alt Ortiiliigiine sahiptir, yani X = |J (Bq(xi,ez,))

=1

gecerlidir.
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N
A= ANX=AnN (UBd($i7€$i)>

=1
N
= A=|J(ANBy(zie2,))

(AﬂBd (ifz £z, ) s

3
C U{xi} = {z1,....,2n}

= AC{z1,...,zn}
= A sonludur.

Tanim. Bir (X, d) metrik uzay1 her sayilabilir agik ortiiliigii sonlu
alt ortiiliise sahipse sayilabilir kompakt uzay olarak isimlendirilir.

Tanim. Bir (X, d) metrik uzay1 X daki her dizi yine X deki bir
noktaya yakinsayan alt diziye sahip ise, dizisel kompakt olarak isim-
lendirilir.

Teorem. (X,d) metrik uzaymin dizisel kompakt olmasi i¢in gyk
limit noktas1 kompakt (=B.W. Kompakt) olmasidir.

Ispat. (X, d) bir metrik uzay olsun.

X dizisel kompakt, A € X sonsuz alt kiime olsun. A dan terimleri
birbirinden farkh bir () dizisi segilebilir. X dizisel kompakt oldugun-
dan (z,) dizisi, bir x € X noktasmma yakmsayan bir (z,, ) alt dizisine
sahiptir.

Iddia. z € A" ?

€ > 0 verilsin. £ — oo i¢in x,, — x gerceklendiginden N € N: Vk >
N = x,, € By(x,¢€) gegerlidir. Fakat (x,,) dizisi A dan secilen terimleri
birbirinden farkl bir dizi oldugundan Yk > N igin x # x,, dir. Boylece
Bg(z,€) bir k > N igin = den farkl bir z,,, terimi icerir. O halde z € A’
gergeklenir.

O halde X in her sonsuz alt kiimesi X de bir yigilma noktasina
sahiptir, dolayisiyla X limit noktasi kompakttir.

Tersine X limit noktasi kompakt olsun, yani X in her sonsuz alt
kiimesi X de bir yigilma noktasima sahip olsun. (z,,) dizisi X de keyfi
bir dizi olsun. Ispat1 tamamlamak icin bu dizinin yakinsak bir alt diziye
sahip oldugunu gostermeliyiz. A, (x,) dizisinin gorintii kiimesi olsun.
Olasi iki durum vardir:

Durum 1. A sonlu bir kiimedir.

Bu yalmizca A kiimesinin elemanlaridan birisinin () dizisinde son-
suz kez goziikmesiyle miimkiindiir. Bu durumda sabit bir alt dizi (her
bir terimi dizide sonsuz kez goziiken elemana egit olan alt dizi) elde
edilmis olur, bu da yakinsak bir dizidir.
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Durum 2. A sonsuz bir kiimedir.

X limit noktas1 kompakt ve A da X de sonsuz bir kiime oldugun-
dan A kiimesi X de en az bir yigilma noktasima sahiptir, bu nokta x
olsun. Bu durumda By(x,1) , A nin sonsuz sayida elemanin igerir. Bu
elemanlardan z,,, € By(z,1) \ {z} secelim. Yine By(z, 1) A nm sonsuz
sayida elemanim icerdiginden ny > nq olmak iizere z,,, € By(z, 5)\ {z}
, Ba(z, %) de A nin sonsuz sayida elemanimn igerdiginden n3 > no olmak
lizere xy, € Bq(w,3)\ {2} ve byle devam edilerek () dizisinin bir
(2, ) alt dizisi

Vk € Nigin 2, € By(x, £)=k — oo icin d (n,,2) < 1 — 0=>2p, —
x

gergeklenmek tizere segilebilir. Boylece her (x,) dizisi yakimsak bir
alt diziye sahip oldugundan dizisel kompakttir.

Teorem. Eger (X, d) metrik uzay1 kompakt ise dizisel kompakttir.

Proof. Ispat. x,,, X de bir dizi olsun. Yakinsak alt dizisi yoksa her bir
x € X i¢in bir é(x) > 0 ve bir N(z) € NV n > N(x) igin x,, ¢
By(x,d(x)) olacak sekilde bulunabilir.

X = U=} € | B, i) C X,

zeX zeX

gerceklendiginden B(x,d(x)) acgik yuvarlar: bir agik ortiiliigtiir ve kom-
paktliktan bu ortiiliis sonlu bir alt ortiiliige sahiptir. Diger bir s6yleyisle
bir M vey; € X (j € {1,..., M})

M
X = By 0(s))

olacak sekilde vardir.

N = max;<j<um N(y;) tanimlansin. Since N > N(y;) gerceklendigin-
den her bir j € {1,..., M} i¢in xy ¢ B(yj,é(yj)) gegerlidir. Boylece
ey ¢ UM, B(y;,0(y;)) = X celiskisi elde edilir. O

Sonug. Kompakt metrik uzay dizisel kompakttir.
Teorem. (X, d) sayilabilir kompakt metrik uzay ise tiimel siirhdir.
Ispat. X in tiimel sinirhi olmadigini farzedelim. Bu durumda bir € >

N
0 i¢in bir {xn}ﬁll sonlu nokta kiimesi X # |J By(zn, ) gergeklenmek
n=1

lizere vardur.
Indiiksiyonla bir (yy),,cy dizisi asagidaki sekilde tanimlansin.
y1 € X,

Y2 € X\Bd<y17€)7
ve N 2 1 i¢in
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yn+1 € X\ UYL Ba(yn, €)
secilsin. Iki durum sézkonusudur:

i) | JBa(yi,e) = X olabilir.
=1

BuZ durumda {Bi(yn,e) : n € N} X in sayilabilir agik ortiligtir.
Fakat bu ortiiliis sonlu bir alt ortiiliige indirgenemez, ¢iinkii her j€ N igin
yj € X\ U By(yi, e) gegerlidir. Bu ise X in sayilabilir kompaktlhig:

ieN\{s}
ile gelisir.

oo
ii) | JBa(yn,e) # X olabilir.
n=1

oo
Biitiin z € X'\ UBd(yi, ¢) noktalari tizerinden birlesim alinarak V' =
=1
U {Bd(x, g):xe X\ UBd(yi,e)} tamimlansin. Bu durumda {By(y;, ¢) : i € N}U
i=1
{V'} ailesi X igin bir agik ortiiliigtiir. Bu ortiiliiste sonlu alt ortiiliige

sahip degildir. X = V' U (UBd(yj,£)> farzedelim , bir 7 € N,r >
=1

mazx i; gerceklenmek lizere secilsin.
1§j§k] gerg ¢
k
Yr §é Vu UBd(yJ'?S)
j=1

oldugunu gosterek celigski yakalamaya calisacagiz.

yr €V

farzedelim. Bu durumda bir z € X \ UBd(qu) i¢in y, € By(x,e)
i=1
gergeklenir. d (z,y,) < € oldugundan x € By(y,, ) gerceklenir, geligki.

k
Son olarak 7 nin tammidan y, ¢ UBd(yi].,E) bu ise ispati
j=1

tamamlar.
Teorem. (X, d) sayilabilir kompakt metrik uzay ise 2. sayilabilirdir.

Ispat. n € N verilsin. Son teoremden X in 2y, 1,...,Zp -, elemanlar
Tn

X = UBd(azm, %) gerceklenmek {izere vardir.
i=1

1
B = {Bd(xm, ﬁ) neNieNveie{l,... r,} }
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ailesi gozoniine alinsin. Bu durumda B (& 74) sayilabilirdir. B nin taban
oldugunu gosterecegiz.
yeVery

olsun. Bir ¢ > 0 i¢in y € By(y,e) € V gergeklenir. Bir Kpozitif tam-

say1sl % < § gergeklenmek iizere segilsin. X in rg;,, ..., > Koy elemanlar:
TK

icin X = UBd(wa%) gergeklenir. Bu durumda bir j € {1,...,rx}
i=1

igin y € Ba(zk;, K) dir.

Iddla Bd(iL'K], K) - Bd(y, ) dir?

t € By(7k;, % L) olsun. Bu durumda K nin seciminden

d(y,t) = d(y,rk;) +d(zk;,t) < % + % <e
gergeklenir. Yani B, (X, d) i¢in tabandir.

Teorem. (X, d) nin kompakt metrik uzay olmasi i¢in gyk sayilabilir
kompakt olmasidir.

Ispat. (X,d) kompakt metrik uzay olsun. X in her sayilabilir acik
ortiiliisii X kompakt oldugundan sonlu alt ortiiliige sahiptir.

(X, d) sayilabilir kompakt olsun. Bu durumda (X, d) 2. sayilabilirdir.

Ornek. R ayrik metrik d ile gozoniine alinsin. Bu metrige gore R,
M =1 ile simirhdir (R CBg4(0,1)), her karsilagtirma kiimesi hem agik
hem de kapal oldugundan R kapahdir. Ama {By(, %) = {z} :x € R}
acik ortiiliisii sonlu alt ortiiliigse sahip olmadigindan kompakt degildir.

Teorem. Her sayilabilir kompakt metrik uzay (X, d) her bir ¢ > 0
igin bir e-aga sahiptir.

Ispat. Tersine X in bir ¢ > 0 icin bir e-aga sahip olmadigin farzede-
lim. x; € X keyfi segilsin ve Bgy(x1,¢) gozoniine alnsin. {x;} kabulden
X igin bir e-ag olmadigindan zy € X, d(x1,22) > € olacak sekilde
vardir. Boylece 1 ¢ By(xa,¢) dir. Yine {x1,x2}, X i¢in e-ag olmadigin-
dan z3 € X, d(z1,23) > €, d(xa,23) > € olacak gekilde vardir ve
x3 ¢ Bg(x1,¢e) U Bg(wa,¢) gecerlidir. Indiiksiyonla devam edilirse, eger
{z1, x2, o ,Zn} X icin bir e-ag degilse Jx,41 € X : Vk € {1,...,n} i¢in

Tni1 ¢ UBd xg,€) gergeklenir. Boylece X de bir (z,,) dizisi i,j € N

(i # j) 1(;1n d(z;,x;) > € gergeklenmek {izere tammlanmig olur. X
sayilabilir kompakt oldugundan (z,) dizisi X de zp € X noktasina
yakimsayan bir alt diziye sahiptir. Bu durumda Bg(zo, 5) (z,) dizisinin
goriintii kiimesinin sonsuz sayida noktasini icerir ve dolayisiyla eger
ri,xj € By(xo, 5) ise d (x;,7;) < € gergeklenir. Bu ise dizinin ingasi ile
celigir, yani 4,j € N (i # j) icin d (24, x;) > € ile celigir. O halde X in
her bir € > 0 i¢in bir e-aga sahiptir. [
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18. Tam Metrik Uzaylar

Tanim. (X, d) metrik uzay: ve {z,,} C X dizisi gézoniine alinsin. Ver-
ilen her ¢ > 0 sayisina kargilik bir N € N eger n > N ve m > N
= d(zp, Tm) < €

gerceklenmek iizere varsa {z,} C X dizisi Cauchy dizisi olarak
isimlendirilir.

Teorem. (X, d) metrik uzayinda bir {z,} C X dizisi yakinsak ise
Cauchy dizisidir.

Ispat. (X,d) metrik uzaymnda x,, — z olsun. & > 0 verilsin. Yakin-
sakliktan bir N € N eger n > N ise d(z,z,) < % gerceklenmek {izere

segilebilir. Eger n > N ve m > N = d(xp, o) S d(xp, ) +d(x, 20) <

g + % = ¢ gegerlidir. Yani {z,} dizisi Cauchy dizisidir. O
. 1
Ornek. X = (0,1) ve d(z,y) = |z — y| olsun. <> C X dizisi
"/ neN

bu uzayda bir Cauchy dizisidir, ama 0 ¢ (0,1) oldugundan bu uza-

1
yda yakinsamaz ve (0,1) in her noktasi <> dizisinin en fazla bir
n

neN
noktasini igeren bir komsuluga sahiptir.

1
Aligtirma. <) dizisi R de de bir Cauchy dizisidir, gdsterelim.
neN
€ > 0 verilsin. Problem her n,m > Ny (= Ny(¢)) igin

11
———|<e¢
n m

gerceklenmek iizere bir ve Ny(e) € N belirlenmesidir. Argimet 6zelligin-

den ¢ > 0 verildiginde Nio < § gergeklenmek iizere bir Ny € N vardir.

En kiiciik Ny sayisi belirlemek zorunda degiliz, ¢iinkii n, m > Ny i¢in
1 < 1 A 1 < 1
n A% m A%

€
< < =
noom n m Ng Ny 2

ve

1

gergeklenir ve () dizisi R de de bir Cauchy dizisidir.
N/ neN

Ornek. X # () kiimesi ve

d(z,1) 0 eger x =y ise
z,Y) = .
Y 1 eger x # y ise
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ayrik metrigi gbézoniine alinsin. Bu uzayda Cauchy dizisi olma sarti
nedir?

Coziim. {z,} (C X) dizisi bu uzayda Cauchy dizisi olsun. e = 3 > 0
verilsin. Bu durumda n,m > Ny (= Ny(¢g)) igin

1
d(Xp, Tm) < =

2
olacak gekilde bir Ny € N vardir. Bu ise ayrik metrigin yapisindan
dolay1 x, = x,, olmasini gerektirir. O halde iizerinde ayrik metrik

taniml bir X uzayimda bir Cauchy dizisi belli bir indisten sonra sabitle-
nen dizi olmalidir, yani

{z,} (C X) dizisinin terimleri x1, x9, ..., Tk, T, &, T, x, ... formunda ol-
malidir.

Ornek. X = Q rasyonel sayilar kiimesi ve d(z,y) = |z — y| olsun.
(Tn)peny € X, V2 ye yada bagka bir irrasyonel sayiya yakinsayan
rasyonel say1 dizisi olsun. (), bu uzayda bir Cauchy dizisidir, ama
V2 ¢ X = Q oldugundan bu uzayda yakinsamaz.

Teorem. (X, d) bir metrik uzay {z,} C X ve z € X olsun.

(i) {zn} € X dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gyk n — 0o , m — 0o
i¢in d(xy, ) — 0 gergeklenmesidir.

(ii ) #, — =z yakinsamasi i¢in gyk n — oo i¢in d(zp,x2) — 0
gergeklenmesidir.

Ispat. (i) {z,} C X dizisinin Cauchy dizisi olmasi icin gyk verilen
her € > 0 sayisina karsilik bir AN € N eger

n>Nvem>N=dz,,x,) <c
<= (AN e N:Vn,m > N = |d(xn, zy) — 0] <€)

<= n,m — oo igin d(zp, Tm) — 0.

(ii) =, — = yakinsamas i¢in gyk £ > 0 verildiginde

AN e N,Vn > N = d(zy,z) < &

<= 3IN e N,Vn > N, |d(zp,z) — 0| <&

<= n— oo i¢in d(zy, ) — 0.

gercgeklenir.
Alstirma. {z,} (C X) dizisi (X, d) metrik uzaymda Cauchy dizisi,
{zp,} ise bu dizinin alt dizisi olsun. lim d(zp,zy,) = 0 gecerlidir,
n— oo
gosterin.
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Coziim. € > 0 sayist verilsin. {x,,} Cauchy dizisi oldugundan 3Ny €
N:Vn,m > Ny — 1 = d(x,,zn) < € gergeklenir. Dolayisiyla No(k) >
No > No — 1 ve d(zny, Ty (k) < € gergeklenir, yani lim d(zy, zp,) = 0

n—oo
gergeklenir. (2, k) € {Zn,})-

Teorem. Bir {z,,} (C X), (X, d) metrik uzaymda bir dizi olsun.

Ay = {z1, 72,23, ...}

Ay = {x2, 73,4, ...}

Az = {3, 24,35, ...}

tanimlansin.Bu durumda  {x,} dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in

gyk lim cap(A,) = 0 ger¢eklenmesidir.
n—oo

Ispat. (=) {z,} Cauchy dizisi olsun. Verilen ¢ > 0 says igin
dN € N:Vn,m > N = d(zp,xm) < € gergeklenir. Boylece n > N
i¢in ¢ap(A4,) < €. € > 0 sayist keyfi segildiginden 11113;0 cap(4,) =0
gercgeklenir.

) nh_}n(}o cap(A,) = 0 gergeklensin. Her € > 0 sayisi i¢gin IN € N :
Vn > N = cap(A,) < € gergeklenir. Diger bir soyleyigle Vn,m > N =
d(xp, Tm) < € yani {z,} dizisinin Cauchy dizisidir.

Aligtirma. Bir {z,, } (C X) dizisi (X, d) metrik uzayinda Cauchy dizisi
ve {yn} (C X) ise her n € N igin d(xp,yn) < % gergekleyen bir dizi
olsun. Gosteriniz:

i) {yn} de bir Cauchy dizisidir.

ii) {yn} in = € X noktasina yakisamasi i¢in gyk {z,, } (C X) dizisinin
de z € X noktasina yakinsamasidir.

Coziim. i) Uggen esitsizligi uygulanirsa

d(yrm yn) < d(ym7 xm) + d(xmu yn)

§ d(ym; xm) + d(ym xn) + Cl((]?n, ym)

elde edilir. € > 0 sayist icin

e €
AN, €eN:Vn,m > N = d(ym,yn)ﬁg + 3 + d(xn, Ym)

gergeklenir. {z,} Cauchy dizisi dizisi oldugundan
dNy, e N:Vn,m > Ny = d(:nm,:vn)gg
gergeklenir. N3 = max { N1, No} almirsa n,m > N3 = d(ym,yn)<e

elde edilir. O halde {y,} de bir Cauchy dizisidir.
ii) Benzer sekilde

Metrik_Uzaylara Giri___12.03.24.tex; 21/03/2024; 8:54; p.112



113

d(mnv x) < d(xna yn) + d(ym x)
gecerlidir. Dolayisiyla

lim d(xp, z) < lim d(z,,y,) + lim d(y,, x)

n—oo

yazilabilir, fakat
lim d(xn,y,) =0

n—oo

gecerlidir. Eger n — oo igin y, — = ise bu durumda

lim d(zp,x) < li_)m d(yn,z) =0

n—oo

ve bu durumda da n — oo igin x,, — = gegerlidir. Benzer sekilde
n — o0 ig¢in x, — x ise y, — x gecerlidir.

Tamm. Bir (X, d) metrik uzay1 (X, d) uzaymdaki her Cauchy dizisi
(X,d) de yakinsak ise ta m metrik uzay olarak isimlendirilir. Metrik
uzay, uzaydaki her Cauchy dizisi uzaydaki bir noktaya yakisiyor ise
tam metrik uzay olarak isimlendirilir.

Ornek. a) R tamdir. Reel sayilardan olugan her Cauchy dizisi bir reel
saylya yakinsar.

b) R™ tamdir.

¢) (0,1) tam degildir.

d) [0, 1] tamdur.

e) Q tam degildir.

f) R\Q tam degildir.

Aligtirma. (X, d) bir metrik uzay olsun. A € X alt kiimesi igin
cap (A) = cap (A) gegerlidir.

Coziim. Ve > 0 i¢in cap (A) < cap (A) + & gegerli oldugunu goster-
meliyiz.

z,y € Afarzedelim. Bu durumda By(xz, 5)NA # 0 ve By(y, 5)NA # 0
gegerlidir. 2/, y" € A noktalarim a’ € By(z,5) N A ve y' € By(y,5) N A
olacak sekilde segebiliriz. Bu durumda

d(z,y) < d(z,2') + d(y,z")

< d(w,@') + d(y.y) +d(a’y) < 5+ 5+ cap (4)

=¢e+qap(4)
gecerlidir. Dolayisiyla

cap (Z) <gap(A)+e
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gecerli ve dolayisiyla

cap (A) < cap (A)

gerceklenir. Ayrica A € A gecerli oldugundan

cap (A) < cap (A)
gecerlidir. Boylece

cap (A) = cap (A)

gecerlidir.

Teorem. (Cantor Teoremi). (X,d) tam bir metrik uzay, {A,},cy
ise bu uzayda bogtan farkli kapali kiimelerin A1 D As D As D ... ve
nh_)rgo cap (A,) = 0 gergekleyen sayilabilir bir ailesi olsun. Bu durumda
N A # 0 gegerlidir.
neN

Ispat. Her bir n € N icin a,, € A,, secelim. {an}, ey dizisinin Cauchy
dizisi oldugunu gosterecegiz. € > 0 olsun. Bu durumda 3Ny € N : Vn >
No = cap(An)< § gegerlidir. k,1 > N icin ag,a; € Anyyi0lsun. Bu
durumda

d(ag,a;) < e

gegerlidir. Béylece {ay}, oy dizisi (X,d) metrik uzaymda Cauchy
dizisidir. Hipotezden X tam metrik uzay oldugundan lim a, = a €
n—oo

Xgegerlidir. Dolayisiyla her bir n igin {ay,, an+1, ... }dizisi de a noktasina
yakinsayan bir dizidir. {an, an41, ...} C Ay, gegerlidir. Her bir n igin A,
kapali oldugundan

ac A, =A,

gegerlidir. Boylece a € () A, ve () A # 0 gergeklenir.
neN neN
Teorem. Bir (X, d) metrik uzaymin tam olmasi igin gyk bu uzayda

bogtan farkli kapali kiimelerin i¢i i¢e yuvalanmig (yaniAd; D As D Ag D
.. gergekleyen) ve lim cap (A,) = 0 gergekleyen her {A,}, .y ailesi
n—oo

icin [ A, # 0 gergeklenmesidir.

neN
Ispat. “(X,d) metrik uzaymin tamdir & [ A, # 0" ifadesini is-
neN
patlamaliyiz.

(=) Bu Cantor Teoremidir, gosterdik.
(<) Bogtan farkll kapali kiimelerin i¢i ice yuvalanmig (yanid; D
Ay D Ay D ... gergekleyen) ve lim ¢ap(A,) = 0 gergekleyen her
n—o0

{An},en ailesi igin () A, # Ogerceklensin. (z,,),,cy
neN
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X de bir Cauchy dizisi olsun.

C1 = {z1,22,23,...}, Ay = C1
02 = {l‘2,$3,$4, } 7A2 = 62

Cs = {3, 24,25,...} , A3 = C5

tamimlayalim. Bu durumda A1 D Ay D Ay D ... ve li_>m cap (Ay,) =
n oo

0 ve {An},cn X in kapali, bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesidir.

Dolayisiyla [ A, # Ogergeklenir. z € [ A, olsun.
neN neN

lim z, = x € X oldugunu gosterecegiz. € > 0 olsun. Bu durumda
n—oo

ANy € N:Vn > Ny = gap(4,)< €
gercgeklenir.

cap(Cp)=cap (4,) <&
saglandigindan Vn > Ny icin

d(xn,z) <€

saglanir. O halde z,, — z € X gegerlidir.

Teorem.(X,d) tam metrik uzay ve Y C X ve dy, dnin Y x Y ye
kisitlamgi olsun. Bu durumda (Y, dy ) nin tam metrik uzay olmasi i¢in
gyk Y nin X in kapali alt kiimesi olmasidir.

Ispat. Y, X de kapal alt kiime ve (Tn),en » (Y, dy) de Cauchy dizisi
olsun. dy, d nin kisitlams1 oldugundan (z,,),,cy, (X,d) de de Cauchy
dizisidir. X tam uzay oldugundan bir x € X | z, — x olmak iizere
vardir. O halde z € Y gecerlidir. Y kapal oldugundan x € Y dir. O
halde (), cndizisi Y de bir limite sahiptir. O halde Y tamdar.

(Y,dy) nin tam metrik uzay olsun. Y nin kapali oldugunu goster-
meliyiz. x € Y farzedelim. Y de x e yakimsayan bir dizi secebiliriz,Her
nigin x, € Y olmak iizere 2, — z olsun. x, — x oldugundan (z,),,cy
dizisi X de dolayisiyla (Y, dy) de bir Cauchy dizisidir. (Y, dy ) tam uzay
oldugundan bir y € Y | x, — y gerceklenmek iizere vardir. Bu y € X
demektir, dolayisyla limitin tekliginden z = y dir. O halde x € Y dir,
Y kapahdir. [J

~1§tlrma.X = Z tzerinde z,y € R igin d(z,y) = |z —y| metrigi
gozbniine alinsin. Z tam metrik uzaydir.
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Coziim. () ey, Z tizerinde bir Cauchy dizisi olsun, yani dizinin
her bir terimi Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} kiimesine aittir. Bu durumda
() ey dizisi {x1,22,..., 20, x, 2,2, ...} formundadir. Gergekten eger
= % alinirsa x,,, x,, € Z ve

|xn—xm|<§jxn:xm

gergeklenmeli. Bu durumda dizi {z1, 9, ..., zp, x, 2, z, ...} formundadir
ve x noktasina yakinsar.
Aligtirma. R” tizerinde = (z1, 22, ..., n) , ¥y = (Y1, Y2, .., Yn) € R”

n
icin d(z,y) = | > |zj —y]-|2 metrigi gozoniine alinsin. R™ tam bir
j=1

uzaydir.
Cozium. (M) = (:cgm),:cgm)7 ...,:C%m)) (yanm(l) = <x§1),x§1), ...,:an)> D) =

(3:&2), xg), e 33,(12)> ,...) olmak tizere (m(m))meN icin R™ de Cauchy dizisi

olsun. € > 0 sayis1 verilsin. (az(m))m e R de Cauchy dizisi oldugundan

ANy e N:Vm,p > Ny

= d(x(m),x(p)): i ‘%(Cm) - x,ip)‘2< €
k=1

gecerlidir. Her iki tarafin karesi alinirsa

z": ‘m,(fm) — x](fp)r < 52
k=1

2
= ‘x,(cm) —a;,(cp) <= ’x,(cm) —a:;p)‘ <e

(Ym,p > No) A (k € {1,....,n})

gergeklenir. O halde her bir & igin <$,(€m)> N (ke {1,...,n}) dizileri
me
de R iizerinde mutlak deger metrigine gore Cauchy dizisidir. R tam
oldugundan her bir (:c,(gn)) N R de bir noktaya yakinsar. Her bir
ne

ke {1,..,n} igin m — oo iken x,gm) — 1, gerceklenir, yani a:gm) — 17,

xém) — To,..., a:ﬁ{”) — xp, olur. Bu durumda =z = (x1, z9, ..., z,,) € R"ve

dolayisiyla m — oo icin
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:>d( (p) Z ’xk —a:k) -0

gecerlidir. O halde m — oo icin 2™ 5z ve bdylece (:c,(cm)> .
me

yakinsak, R™ tam bir uzaydir.
. S
Ornek. p 2 1, ? = {x = > |z,|P < +oo}olsun. (P x (P iizerinde

n=1

dp : P x (P — [0,00) fonksiyonu x = (2n),en ¥ = (Un)pen € RY icin

1

d(x,y) = Z |z, — ]p> " ile taniml

(P, d) metrlk uzay1 tamdir gosteriniz.
Co6ziim. Her bir m = 1,2,.... i¢in 2™ = {xgm),mgm), ..... } ve

> ‘:n,(cm) ‘p < 400 olmak iizere (:n(m))meN igin #P de Cauchy dizisi olsun.

€ > 0 sayist verilsin. (ac(m))m e & de Cauchy dizisi oldugundan

& I3
jd@mqgm)<§:%y> ﬁ < &)
k=1

gegerlidir. Vm,n > Ny, k = 1,2, .... i¢in Her iki tarafin karesi alinirsa

ER
k=1

o
gz ‘ _xk
k=1

(Vm,p > No) A (k =1,2,...))

dNyg e N:Vm,n > Ny

n)p<5p

(m
= ‘a:k —xk

gergeklenir. o halde her bir k i¢in (1 < k < o0) (x’(fm))k N R de
€

bir Cauchy dizisidir. R tam oldugundan her bir ( l(<: )) N R de bir
ne

noktaya yakimsar. Her bir & i¢in (1 £ k < o0) m — oo iken :n,(gm)

xp, gergeklenir, yani a:&m) — T, xém) — T9,..., x%m) — Ip,... olur.

Bu durumda z = (z,),cy € RVdir, z = (zp),cy € # ve ™ — g
gergeklendigini gostermeliyiz. (*) dan (Ym,p > Ng) ve | = 1,2, ... igin

—
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l
> ’x,gm) —x,(cn) 8 < eP oldugu agiktir. [ = 1,2,... ve (Ym,p > Ny)
k=1

olmak iizere n — oo igin

! P
gecerlidir. {Z x,(cm) — xk’ } monoton artan istten sinirhh bir
k=1 >1
[e.e]
.. o (m) p . .. . ..
dizi oldugundan ) ‘:L‘k — :vk‘ sonlu limitine sahiptir, ki bu limit
k=1
< P gergekler. O halde Vm,p > Ny igin

o0

Z ‘x,(gm) — xk)p <eP
=1

gecerlidir.
1 1 1
e’ P ) r oo P
(i) = (bt -l )+ (et
k=1 k=1 k=1

gegerli oldugundan x € ¢P dir. Ayrica

Z ’x,(cm) - :ck)p <eP (vmz o) dz™ z) < e
=1

= 2™ - g (e )
O halde /P tamdir.
Ornek. p = 1, >~ = {x = (Zn) ey € RY @ sup x| < +oo}olsun.
keN

£2° x £ dizerinde d : £>° x £>° — [0, 00) fonksiyonu x = (z),cn ¥ =
(Yn)nen € RY icin d(x,y) = sup |z), — yx| ile tanimh
keN
(£°,d) metrik uzay1 tamdir gosteriniz.
Coziim. Her bir m = 1,2,.... i¢in M = {:r:gm),:cgm), ..... } ve

sup |z| < +00 olmak iizere (:U(m))m e i¢in £ da Cauchy dizisi olsun.
keN

e > 0 sayis1 verilsin. (x(m))m N’ £>° de Cauchy dizisi oldugundan

dNg € N:Vm,n > Ny

= d(z™ 2(")=sup x,(gm) - m,(gn))< e(*)
keN
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gecerlidir. Vm,n > Ny , k =1,2,.... igin

<e€

gerceklenir. O halde her bir k£ i¢in (k € N) <:1:,(€m)>k N R de bir
€

Cauchy dizisidir. R tam oldugundan her bir (x,gn)> N R de bir nok-
ne

taya yakinsar. Her bir k i¢in (k € N) m — oo iken x,(gm) — xp gergek-

lenir, yani xgm) — X1, mgm) — X2,..., xq(lm) — Zp, ... olur. Bu durumda
z = (25),ey € RN dir, # = (2),,cy € £ ve 2™ — 2 gergeklendigini
gostermeliyiz. k = 1,2,... ve (Ym,p > Ny) olmak iizere n — oo i¢in

‘x,(cm) — xk‘ <e (¥)

gecerlidir.

(M) = <x,(€m)> € (™ = 3JN,, e Rt : Vk € N,
keN

™| £ N

gergeklenir. Dolayisiyla k = 1,2, ... ve (Vm > Np) olmak tizere

|z = ‘$k — x,(cm) —i—:v,(gm)‘ < ’a:l(cm) - wk‘ + ‘m,(gm)‘ <e+ N,

gerceklenir. Bu egitsizlik her bir £ i¢in dogrudur ve esitsizligin sag
tarafi k dan bagimsizdir, dolayisiyla (z),cy € £ gecerlidir.
gegerli oldugundan = € P dir. Ayrica (*) dan

d(a;(m),w) = sup Qfl(fm) - xk‘ <e(Ym > No)
keN

= 2™ 5 z (e 1)

O halde ¢°*° tamdir.

Algtirma. C'[a,b], [a,b] tizerinde reel degerli siirekli fonksiyonlarin
kiimesi tizerinde f,g € C'[a,b] i¢gin d(f,g9) = sup |f(z) — g(x)| metrigi

z€a,b]

gozontine alinsm. (C [a, b], d) metrik uzay1 tamdir.

Goziim. (fn),ens (Cla,b],d) metrik uzaymda bir Cauchy dizisi ol-
sun.

€ > 0 sayist verilsin.

dNyg e N:Vm,n > Ny

= d(fmfn)= sup [fm(x) = fu(2)|<e(*)

z€[a,b]
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gergeklenir. Bu durumda her sabit zg € [a, b] i¢in Vm,n > Ny iken
| fm(z0) — fu(zo)|] < € gegerlidir. Dolayisiyla (fp, (20))men, R de bir
Cauchy dizisidir. R tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. m — oo iken
fm (o) = f (x0) olsun. Bu durumda her bir = € [a, b] ye tek bir f(z) €
R kars: gelir. Boylece [a, b] tizerinde tanimli bir f fonksiyonu tanimlamig
olduk. Simdi f € C'a,b] ve f, — f gergeklendigini gostermeliyiz. (*)
dan Vm,n > Ny ve her z € [a,b] i¢in |fm(x) — fo(x)| < € gergeklenir.
n — oo i¢in Vm > Ny ve her = € [a,b] i¢in |fn(z) — f(z)| £ € elde
edilir.

f in stirekli oldugunu gostermek igin xg € [a,blve n > 0 gbzoniine
alalim. Son elde ettigimiz sonugtan

3N (n) € N ¥im > Ny (1), Ve € [, 8] igin | o) — f(2)] < 3

gercgeklenir.

n 2 Ni (n)olsun. Bu durumda Va € [a,b] i¢in |fn(z) — f(x)] < 3
(**) gerceklenir. f,, in siirekliliginden

%>O:u—xd<6:ﬂh@y—ﬂmﬂ<g@*ﬂ

***)

gergeklenir. (**) ve ( dan

|z —xo| < 6 =

[f (@) = f(xo)| = [f(2) = fu(2) + fa(x) = fa(x0) + fu(2o) — f(20)]

< [f(2) = fa(@)| + | ful(2) = fulzo)| + [ fn(z0) — f(20)]

n,on.,.n_
<gztgtg=n

gergeklenir. O halde f € C[a, b] dir.
Vm > Ny ve her z € [a,b] i¢in | f,(2) — f(x)] < € gergeklendiginden
VYm > Np icin

d(fm,f)= sup |fm(z) — f(z)] =€
z€[a,b]

Ayrica Vm > Ny i¢in d(fim,f) = e ve m — oo iken f,, — f gergek-
lenir. (C'[a, b] ,d) tam metrik uzaydir.
Aligtirma. C'[0, 1] siirekli fonksiyonlar kiimesi, Vf, g€ C[0, 1] igin

1
d(f.g) = / (@) - g(x)|dx

ile tanimlanan metrige gore tam degildir?
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Qoztim. (fn), 59, C[0,1] de

0 ,ngéé—%ise
fa@)=<Snz—3In+1 $-L<az=<lise
1 ,%<x<1ise

Iddiamz ( fn)pso dizisinin Cauchy dizisi oldugu ama (C'[0,1],d) de
yakinsamadigidir?

1
A(fos fun) = /0 (@) — fulz)| da

< [0 fas [7 fue)ds
111
~2 <m * n)

boylece Ny € N, Ny > % gerceklemek iizere Vn, m > Ny igin

A(fomf) (1 + 1) e
m n

gergeklenir. Yani (fy), 5, dizisi Cauchy dizisidir. Bir f € C'[0,1]
fonksiyonunun d(f,, f) — 0 gergeklenmek iizere var oldugunu farzede-
lim. Fakat

dtht) = | "

ve integrandlar nonnegatif oldugundan sag taraftaki her bir inte-
gralde nonnegatiftir n — oo iken d(fn, f) — 0 oldugundan

3=

e [ 1060 e [ sl

2

5 - 1, _ . e
nlzlgof (x)|dz = 0 ve f% 1 — f(x)|de = 0 olur. f siirekli

0 0= 1 ici
oldugundan f(x) = =7 <2 S erir. Ama bu fonksiyon stirekli

1 ;<2z<1icn

degildir, geligki. C'[0, 1] tam degildir.
Teorem. (X,d) tam olmayan bir metrik uzay olsun. Bu du-

rumda (X d) tam metrik uzayr X, X uzaymnm yogun alt kiimesine

izometrik olmak iizere vardir.

Ispat. X deki biitiin Cauchy dizilerinin toplulugu C [X] gbzoniine

alinsin, bu diziler arasinda agagidaki bagint1 gozoniine alinsin:
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lim d(wn,yn) =0 = {zn} ~ {yn}

Iddia 1: X deki biitiin Cauchy dizilerinin kiimesi C' [X] iizerinde
yukaridaki baginti bir esdegerlik bagintisidir, ¢iinki

lim d(xn,z,) = 0= {z,} ~ {x,} =~ refleksif

n—oo
{zn} ~{yn} = lim d(zn,yn) = lim d(yn,zn) = 0= {yn} ~ {xn} =~ simetrik
n—oo n—oo

{zn} ~{ynd) A {yn} ~{2}) =
0 g d(xn; Zn) g d(.%'n, yn) + d(ym Zn) —0

= lim d(zy, z,) = 0 =~ transitif

n— o0

gegerlidir.

X, X deki biitiin Cauchy dizilerinin egdegerlik siniflariin kiimesi
olsun. X in bir elemamm [{z,}] , {z,} dizisini igeren esdegerlik
siufi olmak iizere & = [{x,,}] yazihsim kullanacagiz. X iizerinde d
metrigi

ile tanimlansin.

Iddia 2. d metrigini tamimlayan limit vardir.

Ispat. {x,} ve {y,} X de Cauchy dizileri olsun. {d(x,,y,)}
dizisinin R de Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz. Ucgen esit-
sizliginden

A(Yn, Ym) + d(Tp, T)

<

gegerlidir. {z,,} ve {y,} dizilerinin her biri Cauchy dizisi oldugu
icin yeterince biliylik n ve m i¢in yukaridaki ifadenin sag tarafi
intendigi kadar kiic¢iik kilinabilir. Bu da iddia 2 nin ispatini tamam-
lar.

iddia 3. d metriginin tanimi temsilciden bagimsizdir, yani {z1} ~
{2} ve {y:} ~ {y2} ise bu durumdalim, .. d(x} y}) = lim, . d(z?,y?)
gecerlidir.
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Ispat. Ucgen esitsizliginden

(Y, y) + d(y, 27,).
gegerlidir ve tamimdan sag taraf sifira gider, bu da ispati tanimlar.

iddia 4. d , X dzerinde bir metriktir.

Ispat. 7 = [{z,}], 7 = [{yn}], 2 = [{z0}] eX olsun.
Her n € Nigin d(xy,, yn) = 0 oldugundan

d(z,9) = d([{zn}], {ya})) = 07

|d(zp, ) — d(a, y2)| <
<

= Yim d(p, 2) = 0
n—oo

d(#,) = d([{za}), {za}]) L)

{zn}] # Hyn}] = d(Z,9) = d([{za}], [{ya}]) > 0

{zn} » {yn} = le d(xn,yn) >0

{zn} {yn}ea(=7) lim d(xp,yn) =0

n—o0

T=y%& Ci(i'vg) = d([{xn}]v [{yn}])

gecerlidir.
(. 5) = d({{za}], {on}) = lim d(zn, ) = lim d(yn,z0) = d({{yn}], {ea}) = d5 2

< lim d(xn, z0)+ md(zn, yn) = d([{za}], [{za ) +d([{zn}], {yn}) = d(@, 2)+d(2,5)

n—oo

iddia 5. X tam metrik uzaydor. 3

Ispat. {Z)} 4, , her bir k i¢in &), = [{2%}] olmak iizere, X de bir
Cauchy dizisi olsun. {Z;} nin Cauchy olmasi verilen her bir € > 0
sayisina karsilik bir N dogal sayisi eger k, 7 > N iken

d(Zg, &) = lim d(zF,27) < €
n—oo
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gerceklenmesi demektir. {Z} nin yakinsadigim gostermeliyiz. 11k
olarak {Z;} nn limiti igin bir Z i tanmimlamak olacaktir.

T = x1 tammlayalim. {z?} Cauchy dizisi oldugu igin bir N (2) >
1 dogal sayismi m > N(2) iken d(z3y),77,) < 1/2 gereklenmek
iizere secebiliriz. Bu sekilde devam edilirse her bir £ dogal sayisi
i¢in bir N (k)

(1) N(k) > N(k — 1)

ve

(2) m > N(k) iken d(x’fv(k),xfn) <1/k

gergeklenmek tizere secilsin.

7= {2} )]

tammlayalim. {xﬁ,(n)} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu ve aslinda

# in Cauchy dizilerinin bir esdegerlik smifi oldugunu aslinda X de
oldugunu gosterecegiz. Bunu yapmak i¢in

ngf_l}oo AT (ny TN (m)) =0

oldugunu gostermeliyiz. Vj € Nigin

AT Ny TN my) < @iy, ©5) + d(2], 27) + d(2], 25 n))

gergeklenir. Her iki tarafta j — oo almirsa (ve sol tarafin j ye
bagh olmadigina dikkat edilirse)

< 1/n+1/m

gergeklenir. n, m — 00 i¢in sonug elde edilir. 5
Son olarak &, — Z gerceklendigini gostermeliyiz. d(Z,z) =
lim,, 00 d(m’;,x?\,(n)) oldugunu hatirlatalim. € > 0 olsun ve K da

1/K < €/2 olacak kadar biiyiik ve n,m > K = d(a,), 5 (n) <
€/2 olmak tizere segilsin. Eger k > K ise durumda

ci(:ik,f) = lim d(xﬁ,x?v(n))
n—oo
< limsup d(z*, I'fv(k)) + lim sup d(ﬁv(k)a TN ()
< 1 n € < 1 n € <
-+ - < —4+-—<ce
—k 2~ K 2
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gergeklenir. O halde , X tam metrik uzaydir.
IppIA 6. X, X uzayrmn yogun alt kimesine izometriktir.
Ispat. h: X — X fonksiyonu her n € N i¢in w,, = x olmak fiizere
h(z) = [{x,}] ile tammlansin. z, y € X icin d(h(x), h(y)) = d(x,y)
dir. A(X), X da yogun oldugunu gostermek i¢in s = [{y,}] € X
olsun. Her bir k i¢in, Vn € Nigin zF = y; olmak iizere, s, =

h(yg) = [{z,’z}] tammlayalim. limy_,. s, = s gecerlidir.
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19. Daraltma Doéniisiimleri ve Sabit Noktalar

Tanm (X, d) bir metrik uzay ve T: X — Xde X den kendisine
bir tasvir olsun. Eger Tz = x ise x € X noktas1 T i¢in sabit nokta
olarak isimlendirilir.

X tizerinde T tasviri, bir @ < 1 sabiti, her z,y € X i¢in d(Tz, Ty) <
ad(z,y) gerceklenmek iizere varsa, daraltma doéniigiimii olarak isim-
lendirilir.

Teorem. Let (X, d) bir tam metrik uzay ve T tasviri X {izerinde

daraltma doniigiimii olsun. Bu durumda 7' tek bir sabit noktaya
sahiptir.
Ispat. zo, X de keyfi bir nokta olsun. {zn}2, dizisi z,, = Twyy
ile tamimlansin. 7' daraltma doniisiimii oldugundan bir a@ < 1
sabiti her n i¢in d(x,, xn41) < ad(x,_1,,) ger¢eklenmek {izere
vardir. Basit bir indiiksiyon ispat1 ile d(zp,z,11) < o™ d(zg, 1)
oldugu gosterilebilir. v < 1 oldugundan >~ o™ < oo gegerlidir.
Dolayisiyla {x,} Cauchy dizisi ve X tam oldugundan {xz,} bir
x € X noktasina yakinsar. 7" siirekli oldugundan

Tx = lim Tx, = lim x,.1 = x,
n—oo n—0o0

gergeklenir, yani x, T icin bir sabit noktadir. x tek sabit nokta
m1? Eger y de sabit nokta olsaydi

d(z,y) = d(Tz, Ty) < ad(z,y),

gergeklenirdi, bu da d(z,y) = 0 veya = y oldugunu gosterir.

Teorem. (X, d) tam metrik uzay: tizerinde bir 7" daraltma déniigiimii
ve 9 € X keyfi noktast verilsin, {z,} dizisi teoremin ispatinda
verildigi gekilde tanimlayalim. Bu durumda

n d(wo, 1)

d <
(Tn,7) < o

. gegerlidir.
Ispat. Sabit bir n gozoniine alalim ve m > n olsun. Her bir n igin
d(xp, Tpe1) < " d(zg, x1) oldugundan

d(xp,x) < d(x,, Tm) + d(Tm, )
S d(l’n, anrl) + d(xn+17 xn+2) el d(xmfla xm) + d(ajmv .ZE)

d(xg, 1) (g ozj) + d(z,, )
93-94-9°>

IN
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gecerlidir. Ifadenin sag tarafinda m — oo alimirsa

m—r0o0

m—1
d(x,,x) < d(xg,z1) lim (Z ozj> + lim d(zp,,x)
m—0o0

j=n
o0
= d(zg, 1) Zaj
j=n

n d(xO’xl)
l—«
elde edilir.

Teorem. z,y € R" i¢in Euclidean normun belirledigi d(z,y) =
1

n
|z —yll (: (x—y,x— y>%> = (Z |x; — yi|2> i gozoniine alinsin. Asagl-
daki fonksiyonlar siireklidir: =

a) r = (21, 2n), ¥y = (Y1, yn) € R? igin f : R” x R — R,
f(xay) =Tr+y= (1‘1 +y177xn+yn)

b) Sabit a € R" i¢in f, : R - R", f,(x) =a+x

c¢) Her sabit A € Rigin fy : R” = R", fa(z) = Az

(6 =(0,..,0) e R")

Ispat. a) ¢ > 0 verilsin, § = S alalm. (x9,y0) € R" x R™ olsun.
Bq (w0, 5) X Bg (0, §) = Ba» ((z0,%0),5) = U, (20,y0) m agik komsu-
lugu burada d* ¢carpim metrigi,R™ x R" iizerinde FEuclidean metrik d ile
cakigir. Hatirlatma: (X, dx), (Y, dy) metrik uzay ise (z1,y1), (z2,y2) €

X <Y i¢in dxxy((z1,y1), (x2,y2)) = max{dx (951,9612)7611/ (y1,92)},

d*((z1,91) , (v2,92)) = [(dx (z1,72))* + (dy (yl,yz))ﬂ LA (1) s (22, 72) =
dx (x1,x2) +dy (y1,y2) fonksiyonlar1 X x Y iizerinde denk metriklerdi.

X R icin dy = dy = d (wy)(xy) € R" x R" igin

o (50 = [ (55)) 5 o (0))7] = [(0 (o)) (0 ()] i

X xY = R"xR" {izerindeki metrik olarak gozoniine alinirsa (z, y), (zo, yo) €
R™ x R™ i¢in eger d* ((x,y), (xo,y0)) < ¢ ise

1

@ (@), (w0, 30)) = ([dw, 20))” + [y 30))*) * < 0

= (d($a :L‘O) < 6) A (d(y7y0) < 5)
gerceklenir. Dolayisiyla

d(x+y,x0+yo) < d(x+y,z+yo) +d(x + Yo, z0 + yo)
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:d(yay0)+d(x7x0) <o+d=¢

Boylece eger (z,y) € Ba- ((20,90),0) ise f(z,y) € Ba(f(zo,y0),¢)
ve f, (zo,yo) noktasinda siireklidir.

(x,y) = (1, Tn, Y1, -y Yn) € U olsun. zg = (20,1, ..., Ton) Yo =
(Yo,15 -, Yon) € R" , Vie {1,...,n} icin
i+ i — (o +yoi)| <o —wou| + |y —youl < S+ §5=¢
b) 1lk sikkin 6zel durumudur.
¢) € > 0 verilsin, x € R™ alalim. A # 0 ise 6 = ﬁ olsun. Bu durumda

her y € R™ i¢in d(z,y) < 6 igin agagidakiler gergeklenir:

d(fa(@), fA(y)) = d Az, y) = [|Az = Ayl| = [ |z =yl = [A] d(z,y) =

0) = 0 < e gegerlidir. Her iki

A = 0 ise d(fa(z), a(y)) )
),€) gegerlidir.

= d(f
durumda da fy(Bg(z,0)) C By (fa(x
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