
-2EKIM PAZARTES- (10 .30 - 12.20)

Ö'den Rache hh b!r reel sayemen kores:
poz . b!r red says ve reel

!stel Tank . poz , degeder aben b!r Rank , ulddan reel sayler s!s,
!ç!nde negat!f b!r red saynen Gereken ve logar!tması tammlere-

maz. Kompleks sayler bu engel! erteden bal , Ta!n tanımlanm!s sayler-
de
Tar!hsel darek hamp, sayda mot , alan!na g!rmes!n!n temel!ne

ree kümeler! olmayan pol!nomların kökler!n!n bulunmass problem! yeutar.
Kompleks sayler ve Pank!lar günlük hayat!m!zden Soment al kend!m!ze a!ben

nesneler değ!ld!r - 1-

·Ancak müt , ve F!z!k b!l!m dal'! Gözüm yantemtenberarast!rl!g!ndes kompleks sayder ve Tankla d!gal als ortaya
örneg!n y" +y=0 2. mertebeden ham!gen d!t, denk'!n Gözümü Ta!

r470 r= - 1 os(t) + elts!nk-t)
-Tan!m ve Temel Özell!kler-

Tan!m: By EIR alsun . 2= (XY) S!rall !k!l!s!ne b!r kompleks say-

den!r. ! = (01) Kompleks says!ng Sanal (!mag!nal) b!r!m , y=Re(z) = Rez

sayısına = = (4.y) kompleks sags!mm real k!sms
, y
= Im1z) =Imz =Iz

sayısına da z= (X!Y) kompleks sayes!n Sanal k!bm den!r.

Örnek: 2
,
= (4,-3) zz= (- 1,0) 25= (en2 ,s!nz

zz= (0 ,7) zu= (5,)
Tanm Z

:
= (Xf!) zz= (2!tz) Kampleks baylar ver!ls!n . Bu durmate

Z
,
U Za kompleks sayıları !ç!n

!) Zetzz= (X1 141) + (X212) =(Xtx2 , y!tyz)

!!) 2 ,z2= (any) · (x2 1y2) = (X ,X2-y,yz , X ,Yz+x241)
b!ç!m!nde franml!d!r.



Orneh : z :=12 , ) ve zz= 1-5 , -2) ald göre Z
,+zz /Z!z?

!) 2,+zz= (2-5 , 5 -2)

!!) Z
,zz=

Fan!m : IR=G(xy) X!yGIRG real Salar!n S!rall !k!l!ler!n!n kümes!

üzer!nde tan!ml Tan!m1.2'de ver!len toplama ve Garpma !slemler!yle

beraber kompleks say!lar k!mes! den!r ve K!le göster!l!r.

NOT: Tan!m 1.3 neden!yle IR2 düzlem!ne kompleks düzlem de den!r. Bu

d!ztemde (4 ,0) Kompleks sayes !le & red sayss egen
! naktory bel!rte-

d!kler!nden bu !k! say esles!r ve (20) =↑ b!a. Yaz!l!r.

Kompleks sayılar b!rer srall !h!l! ad!dan

z!= zz () (X1,y.) = (X2,2)E) X,=x2 , y , =42

> Rez, =Rezz , Imz, = IMzz

Örnek: ab GIR ve alb 2
,
= (2 , log(a-b)

22= (Y , 2)
a Z

1
=22 Es

Sab =
2 lag

,
(a-b) = 2

A a-b = 4

a+b
= 8

a
= b ,
b= 211



Önerme : 1)!=-12) !y= (0.y) 3) z= (xY) = xt!y'd!r.

!SPAT: !) !
2
= !.1 = (0, 1) . (0,1) = (0 .0

- 1. 1
,
0 . 1 + 1. 1) = (- 1, 0) = -1

!!) !y = (0 1 1) . (y,0) = (0 .y-1 . 0 , 0 .
0 + 1.y) = (0,4)

!!!) Z= (x .y)= (X ,0 + (0 .4) = x+!y

NOT : 11 z = xly Kompleks sayının Standart göster!m!d!r. Bu göster!se

göre z, X!t!y , 22 = Net!yz on .

- 2,+z
= (X , + !y!) + (xz+!yz) = (X ,+x2) + !(y ,+yz)

· 2,zz = (x,+!y)(X2+!yz) =(XX2- y , y2)+!) X!yz+ x241)
b!ç!m!nded!r.

2) NER Ta!n x= & +10 & G ald!dan KCK'd!r.

3 yEIRIS0} !a!n = !y Kompleks Sams!na" p!r Sanal says" den!r.

ve OLy ER Ta!n = !y b!a . tanml!d!r

SONUG : 22+1 =0 denklem!n!n K'de gözümü vard!r

ISPAT: z= ! = M - K z
=
-1 =-⑰

!z - 1 l-! = - 1

!41=0 (- !)2+1=0

B
old! dan 2 = 11 kompleks sayıları ver!len denklem!n

kökler!d!r



Örnek : 2=
-2 + E! 1 22=-

2 ,+zz=?

2
,22?

Fan!m : neINUS03 , xy ERR ve z= cry on b!r Karmas!k

sayının kurvet!
2 = 2. 2 . .... z

n tane
b!z!m!nde tan!ml!d!r.

Örnek: 1) !38=! 2) (5 + !) ! 3)(t+ /

1 .2 CEBİRSEL ÖZELLİKLER

ÖNERME : 7, 122 ve Zy E K!se

1) z,
+ zz = 22+z , 2;zz = Zz-z. (Deg!sme)

2) (2! +zz) + zz = 2, +(zz+2) , (2 !zz) zz = z, 122z) (B!rlesme)
eş"tl"kler" bağlanır.

ISPAT: Öder .

Tan!m : 0 = 10, 0) Say!s : toplama !şlem!ne göre etk!s!z eleman

ve 1= (1 , 0) say!s : Garpma !şlem!ne göre b!r!m elemand!r

ISPAT
: Öder .



NOT:
Z
= xt!y say!s!n toplama !slem!ne gare fers! -z= -x-!y

sa!sl , Garpma !slem!ne göre z =1 =

X-!s
=Ay- !

*Y xy2 A2+y2
2
+y2X

kompleks
say ıssd!r

211 OF ZzE D!an Z!
= z, z! darak fan!mlan!r.

22

SONUG : K Kompleks sayılar kümes! b!r c!s!md!r.

5EKİMÖrnek 16
: Z

,
= 3 th! PERSEMBE

22= 1- 2: !se =?

z!l = 1 = 2 2=2z

= z!z! = 13 + h!)(+ E = (3-2 +!

= 1+21

1. 2- 1 Kompleks Düztem ve Geometr!k Yorum

Düzlemde her (X ,y) nuktas tanımdan b!r 2= (x 1y)

kompleks say!s!ng ve her ze & Kompleks sayes! da d!stende

(Rez , Imz) noktas!ng kars!lk gel!r. Bu b!re b!r esleme

delageste IRI düzlem!ne kompleks düzlem Veya z-düztem
:

ach

ver!l!r. X-ceser! real elesen ve y-el!sen! Saral elsen ol. adend!r!l!r.



D!ğer yandan her (!) noktas baslang!c nuktass or!j!nde

(0 = 110 ,0) Sonu (b!t!m!l (x .y) noktas!nda b!r vektor bel!rled!ğ!n

den Z kompleks says b!r vel!t!r olarak düşüneb"l"r"z .

1 .3 Mutlak Deger ve Kompleks Ester!k

Tan!m 1 .5: z= xt!y E & olsun ,

1z1
= 2

2
+ yz

nonnegat! red says!ng Z Kompleks say!s!n mutlak değer"

I Modülü verga norme) den!r.
Geometr!k olarak (21 , or!j!nle z kompleks sayısı arasındak!

uzallekter. 2= N , +!s , 1zz = 42 t!z naktalar arasındak! uzatl!k

1z , -ze1= (X!xe)+ /y ,-yz)2 d!r

ÖRNEKLER

1) l!k? (21= 10+ !) = 02 + ! = #
= 1

2) Z= s!nt +! cost 121= +cost= 1

3) z= 13 : /21= No

4) z, =bth!zz= 1-8 : !se z
,
ve zz arass uzabl!k 13

5) z= !t1 Re(z)=? 0 en !=1+1 Emlz)=? ! 1 - 12

12=?

- (142)

=!



Tan!m 1 . 6 : 2= X!y EK olsun. E = X!y kompleks sayss!ng

z kump . Sayısının eşlen"ğ" (veya kurjüges!) den!r.

Geometr!k olarak E ,
z noktas!n!n real elsene gare yanzumes veya

S!metr!ğ!d!r. Dolayıs!yle

I = z ve (E) = (2)

Örnek 1 .12: Z = 22: = E = 2+2:

z= 7
= E=7

z = 5! = E= -b!

Önerme 1. 4
: Z,WEK !de

1) Re(z) =E ,
ImIz)=

Z-E

2j

2) ZAW = EtW / z .N= z . W

ISPAT: Al!şt!rme

Önerme 1 .5: z
,
W K !se

1) (z1> /Rez)>, Rez ve 121, /Em1z))/ Imz :

2) z.E = 121 ve NO !a!n = Z!r :

3) z.w = 1z//w) ve (Ef (WHO) 1 Gerpensall!n)

4) (z +m) 1/zHm) (uagen eş"ts"zl"g")

--



Mutlak değer!n fanmından

!sPAT: 1) Iz1= (Rec+(Im227/ (Rez)2 = /Rez)),Rez

2) z = Re(2) + ! Im(2)
1

E= Relz) -! ImIz)] z.E= (Reef+(ImIz)=NE
w!-! = *p

ad!dan =2 .NE Bu
3) Izw

= (zw) (Ew)
=z.W .E.W

= 1212 . Iw

12.WI = /21 . (w)

4) (z +w= (2+w) (Ew)
=(z +w)(E +w)
= ZtE+ z.+WE +W!

=(21 + 2w+ wEt luR

=1212 + 2. Re(2 .w) Huk

1 121+ 2/EWI +INR = /212 + 212) (wl+IWR
=(121+ (w))2



SONUG 1 . 6 : Her z
,WEK !ç!n

1 121-(w!l11z-w) d!. (Ters ragen es!ts!zl!g!)

1.4 KUTUPSAL GÖSTERIM

OF z = xt!y & K , IzEr ve & , z rektor!n!n poz!t!f

X-elsen! !le yept!gs ac alsun . Reel s!ns ve bos!ns

Panks!yonlar!nen Hammundan X= r.cosd y= rs!nd'der.

· z=(x ,y)
r !Cas!no

Tan!m 1 .7 : 2=r (coso +!s!na) !Pades!ne z kamp . Sa, nun

b!r kutpsal (polar veya tr!gonometr!k) göster!m! ve O

ac!s!ng da z kompleks sayes!n b!r argument! den!r.

O = argz !ll güster!l!r

NOT 1. 4. 1 :

1) tanc = ex!l!g!n! saglayan & açıs!der. Bu durumda

argz= crctan()'d!r .
2) z=0'!n arguments tan!mlanamaz



kEE
3) Düzlemde pular boord!natlarda (,0= (5, & +2KIT),

aynı noktay gösterd!ğ!nden argz Gal degerl!d!r. O argz m!n

( - T ,5] aral!g!ndak! değer"ne argument!n esas değer" den!r ve

Argz !ls göster!l!r.

ÖRNEKLER : 1) == 1+ 3 !

2) z=- !
3 Z = - 1 - 1 (-1) + -1 = fan=1 = argz= +2

4

kompleks say!larm kutupsal b!ç!mde göster!n!z . Argz=
1) (2) = 1 + (5) = 4 = 2

fanO= 1 = B O=I , argz= +2KIT
X 3

Argz= #
3

z= 2/cos+! s!n1
2) (21 = 02 + (- 112 = 1

y Argz=tano= x argz= + 2 T (IntE)

z= cos( - ) + !s!n)) = cost - !s!n



Örnek 1 . 14 : z= At!y & K olsun .

Ixy)1 -121 old , göster!n!z .

Gözüm : IzIr ve Argz = O alsun .

Bu durumda z= ~ (coso+!s!no)'d!r.

((x) + 1y)
2

6

(r/cosal + r · Is!nal)
= Ir /cesOR + 21r4s!no/Icosol + 1r4s!ncR

=Ir12)Kosol+/s!nc2) +rR /s!nzo) IrPHR
= 2112

=2121
,

1 . 5 Kutupsal Göster!mle Garpma ve Bölme

z= r. (cosa+!s!ng ,
w = s(cosN+!s!nN)

Kutupsal göster!mle ver!len !hs kampfels saye alsun . Bu durumda

z.W = rs(cos(0 +4) + ! s!n(+4)
E = /cos(0-4) + !s!n /0-4)) b!n!m!nded!r.

Burada (zw) = rs = (21 (w)

argzW = 0+ P +2 kπ I* )=
-arget argh arg() = 0 -4+2

=arq-argN+2k



ÖRNEK :

2= 3 t! ve w= 1 31 kutupsal göster!ster!

hesaplayınız . z= r (cost +!s!no) w= s(cosd +!s!nd
a) z.W - I= 5= 5-

b) E ↳zw= rs(eos() +!s!n(+))
= !s (0 + !s!no

9 EKIN PAZARTES!
= ~S (!)
,

Önerme 1.7
: zve u s!rdem Parkt kompleks sager

alsun

1) arg(zw) = argz targh (mode)

2) arg(E) = argz -argw (mode)

3) arg(E) =- argz (mad2!)

4) arg()=-argz
·

(modz!) d!r.

Burada (mode) !Pades! es!tl!ğ!n 25 sayes!n b!r temsays

katı eklenmes!gte de doğru aldugen anlam!ndad!r.

NOT: z
,
we K190} asun. Arg(zw) = Argz + Argw eş"tl"ğ"

genel olarak doğru değ"ld"r. Orneg!n z= -1 we we! alsun .

An"= Grand d!r.
Ancak z!w = - ve



ÖRNEK :

2=
3 t! ve w = 1 31 kutupsal göster!ster!

hesaplayınız . z= r (cost +!s!no) w= s(cosd +!s!nd
a) z.W - I= 5= 5-

b) E ↳zw= rs(eos() +!s!n(+))
= !s (0 + !s!no

9 EKIN PAZARTES!
= ~S (!)
,

Önerme 1.7
: zve u s!rdem Parkt kompleks sager

alsun

1) arg(zw) =

argz targh (mode)

2) arg(E) =

argz -argw (mode)

3) arg(E) =- argz (mad2!)

4) arg()=-argz
·

(modz!) d!r.

Burada (mode) !Pades! es!tl!ğ!n 25 sayes!n b!r temsays

katı eklenmes!gte de doğru aldugen anlam!ndad!r.

NOT: z
,
we K190} asun. Arg(zw) = Argz + Argw eş"tl"ğ"

genel olarak doğru değ"ld"r. Orneg!n z= -1 we we! alsun .

An"= Grand d!r.
Ancak z!w = - ve



1 .6 KOMPLEKS SAYILARIN TAM SAY USLERI VE ÜSTEL FORMLARI

Tan!m : 2= ~ (cost+!s!no) olsur : Kutupsal göster!mle Gerp!m ve

t!mever!mla her b!r no / Ta!n

z =
r (cosar!s!nd = r (cos(no) +!s!n(na))

b!z!m!nded!r. Bu Formüle De Mo!ure Parmülü den!r.

Bu formül tr!gonometr!k özdeşl"kler"n elde ed!lmes! açısından öneml!d!r.

ÖRNEK : (CosOt!s!nd = cos28+!s!28 (DMF)

ces8 +2!s!nOcesO-s!nP= cos28 +!s!nZR

(oso-s!np) +!bs!nocaso) = cos28+!s!nzo
D *
COS20 = cas28-s!r s!n20= 2s!nOcesO

-

y!nthex= S!n=2 cosx=
R=0

(2n+1) !

ex Panks!yonunun Taylor ser! ac!l!m!nde = !P seç!l!r ve

Sanal kısımları ayrılırsa :

e!n= !nan
n !

1 =0

=> 1 +-E - !t + to-e-!.



=(1-+ - + ) +!)- --
*

!nan +!fya2nI -1 -cosd t!s!ng
(2n) ! (2n+ 1) !

n=0
n=0

elde ed!l!r.

Tan!o : e!e= cost t!s!ng Pormülüne Euler Parml! den!r.
* !n
z= r. (coso+!s!ng) = we !Pades!ne de Z kompleks sayısının

D *

üstel Parmu den!r.

NOTLAR : 1) Her OZIR !a!n le!d = /cosor!s!ne = costs!n=1

2) KEZ !a!n e2k= cos(2kt) +!s!n(21) = 110 = 1

T!
e = cos(!) +!s!nT=-1

et!= cost) +!s!nE= !

= cos()+!s!n()= -I

3) z= !cosat!s!nol ve w= s/cos4+!s!n) ulsun. Bu durumda

* !(0+Y)
z. W =

re! . s .
e *

=
r!se

*
= c!lo-4) d!r

4) e!d= cost +! s!nc
olduğundan coso=

e!nte-!n
,

e-!0= cast-! s!nc 2 bulunur.
e!c _e-!c

S!nD=
bulunur. 2!



ÖNERME : Her & (0 ,2) real sayısı ve ne Ta!n

(P) AcosOtcOS20+ ....
+ cos(no)

=1 +
s!n[(n+tr]
2s!nE

(**)
s!nc+s!n28+---+ s!n(no) =-cate costInt)0]

2s!n
özdeşl"kler" doğrudu.

ISPAT
: 1 + cos0+cos(20) + ...

+ cos(no) + !ls!no+s!nzo+ ...+ s!n(nal)
=> He!d + e2!0+ ... + eh!r = I-le!aghty

.

1-e-!c

1-e!o 1-s!n

=

fe!o _s!lnta te!na

11-en
1-costt!s!ng - cos((n+1d) -!s!n((n+1) o) + cos(no) +!s!n(no)

-

-

(1-coso)) + s!nc

-
1-coso-cos((n+ 0)+ cos(no) + !

s!nc-s!n((n+(o) + s!n(ro)
-

2-2cost
2-2cosa

=1 s!n) as!ft .

As!ncost - Acos) as!ng
t + 1

↳ s!n202
. 2 s!nE 1'

2

I +
s!n[n+/r] s!nc+ ... + s!nno)=cotte) cast!nt

ICOSR+ cosL8+ ... + cos(no) =

2s!n 2s!n



1 .7 KOMPLEKS SAYILARIN KÖRLER

Tamm : aCK ve !t IN ulsun . 2= a denklem!n! sağlayan
z - Kompleks saylarına a sayısının a-y!nc! kökler! den!r.

a= 0 !se -y!nc! tel kök z =
0 sayısı d!r.

z =
1 denklem!n!n kökler!ne b!r!m!n e-y!nc! kökler! den!r.

ÖNERME : (KÖK FORMÜLü)

a - K1903 ,
=1a) ,

0= argan re nEIN olsun .

2
*

= q

denklem!n!n kökler! K= 0
,
1
, ..., -1 Ta!n

El w! cos(@tn) + !s!e (0+2 )
kompleks sayıları d!n.

NOT: (Geometr!k yorum)

(= 0
,1 , -

..,
n- 1 Tan (2x) = R = r re

Ek+ = r! e
+ (2k+15 !

->
Z!ses" yan! Zate kölüM

Ek kökünün # açs!gte döndürülmes! Sonucu elde

ed!ld!ğ!nden z= denklem!n!n kökler! merkez! or!f!nde

yaraapı r! dan çember!n üzer!nde es!t uzaklıklarda
bulunurlar,



ve eşkenar -gen!n köst noktaların alustururlar.

"RNEK : 2 = 1 denklem!n!n kökler!

a= 1 r =1al=1 0
= arg1 =

0 Me n=
3 !a!n

Z! = cos()+!s!n(*) 1= 0
,12

(0 +2kπ):
2 = 1 . C k= 0 !ç!n to= cosO t!s!O= 1

z = 1 - es + 4) k 1 Tan 2
,
= cos() +!s!n)
= I t!

k= 2 !ç!n 22= cos() +!s!n()
= - !

21

"

..->oy"I 120°

1M
Zz



Ornek : 25 +2=0 denklem!n!n kökler!n! bulunuz.

Gözüm-E
=

-2=ar
= (a) = 2 arg+2) = IT v n= 5

-
-2

almak üzer (= 0 , 1, 2 , 3 . 4 !ç!n

2, = 245[cos) h) + !s!n) + * )]
1=0 Ta!n zo = 2" [cos() + !s!n()]
k= 1 " z

,
=

k= 2 12 zz

k=3 Il zz =

k= 2 11
zu=

ÖRNEK : z= 1 ! denklem!n!n kökler!n! bulunuz .

Gözüm-
a= 1 ! r= 1 + !) = 2

, arg(1-!) = -
ve n=2 almak üzere k= 0

. 1 Ta!n

21= (E)"z[x0s)
-4 +2) + !s!n)2)]

1=0 !h!n zo = 2"(cos(t) -!s!r(t))
k=1 !a!n z!= 21 (cos(E) + !s!n())



Ark H! denklem!n!n kökler!n! bulumuz .

a= 1 ! 1z) = 2 arg(1t!)=
n=2 almal üzere k= 0. 1 !ç!n

1= 0

zo= 21 . (ces(t) + !s!n())
k= 1
Z
,
= 2

"

(cos(*) +!s!n()
URNEKO- 23

=
- 4 denklem!n!n kökler!n! bulunuz .z

a=- 4r= (a) = 4 arg(-h) = 4
T

almal üzere (= 0
,
1, 2,3 !ç!n denklem!n kökler!;

2x = 4 . [ces(+ ) + !s!n(** )] b!z!m!nded!r



1 .8 KUADRATIR DENKLEMLER VE GÖZM KÜRELERI

Önerme : ab .CER us afo sab!tter alsum:

1) ! = b2 - 4ac70 !se az + bz +C = 0 denklem!n!n Kökler!

2 ,=
-bt A

Zz= -b-1'd!r.
2a

29

2) 1 = b2-hac 0 !se az +bz+ =0 denklem!n!n kökler!

z!=
-b + !hac- b2

zz =
-b- !sec-b2 ,d!r

2a 29

ÖRNEK : 22+ z + 1= 0 denk . Kökler!n! bulunuz .

Gözür :-
a= b=c = 1 = b- bac = -30 arack üzere

denklem!n kökler!;

2
,
=
=

1 +!
we zz=
1 -!d!r

.

2 2



BOLUM 2: KOMPLEKS DUZLEMIN TOPOLOTIK YARISI

Anal!z!n merkez!n! l!m!t
, yak . d!z! ve sürekl!l!k kanwamber

olusturur. Türen , !ntegral ve you, ser! Kavramlar be fend

Kauramter üzer!ne !nse ed!l!r. Dolayısıyla bu kauramlar!n gene

b!r gereu !çer!s!nde Gabs!lmass tar! ve uygulama açısından

olduken öneml!d!r. Bu genel gerever!n bel!rtenmes!nde anal!zas

l!m!t ve sürekl!l!k Kaurambarmen dayend!gs ve genelleneb!lecek
temel prens!pler!n anlas!lmas! zorunludur. Bu prens!plerden

b!r! real sagler arasında mutlak değer Ranks!yonumun
farmla! uzakl!k kavram ve d!ğer!de uzaklık bauram!n

bel!rled!ğ! açık büme kauram!d!r. Metr!b uzayts genel

anlamde, uzaklık ve anal!z!n temel Kavramlam sayut

uzaglera genellemes! galmalar!n!n sonucudur. Metr!k veya

Uzaklık Kavramı yer!ne aack küme Kauram bastrangen

değer alnarak oluşturulen topul!g!t uzaylar anal!z!n

temel kauremler!n!n sayut uzaylarda sahs!lmes!n en genel

Geraeves!n! bel!rter



2 . 1 METRIK UZAYLAR

Tan!m : X bos kümeden Parkl b!r küme d : XxX TIR b!r

Fank, alsun . Her X!y,z EX !ç!n d Panks!yuru

M1) d(x , x) = 0 ve xy Ta!nd(xy)>,0

M2) d(xy) = d(y ,x)

M3) d(x ,z)<d(xy) +d(y, z)
metr!k aks!yemler!n sagl!yorsa d Ronks!yonuna * üzer!nde b!r

Metr!k veya uzakl!k Ranks!yonu ve (X ,d) !k!l!s!ne b!r metr!k

azay den!r. X k!mes!n!n elemanlarına da noktalar den!r.

Tan!m : ECX !se d Panks!yonu E üzer!nde metr!le aks!gemlr!ns

bağlar . Dolaystyles (E ,d) b!r metr!k uzayd!r. Bu uzaya (X ,
d)

uzayen!n b!r alt uzay den!r.

Tar!m : (X ,d) b!r metr!k uzay x&X ve TO b!r

reel says olsun :

B(ar) = (x -X : d) x ,a) < w]
ve

B(a ,r) = (xtX : d(x ,e) Cr}
kümeler!ne sırasıyla , a merkezl! ver yerapl aa!k yukar



(veya k!re) ve Kapal yuvar (veya kürel den!r.

ÖRNEK : = IR alsur . AX!g= /X-y) Fark. IR üzer!nde metr!kt!r . Bu

metr!ge mutlak değer metr!g! den!r ve I . 1 !le göster!l!r. Bu metr!ge göre

açık yuvarlar açık aralıklardır.

ÖRNEK : x= (Xn , --- , xn) , y=(y, --- ,yn) ER !a!n

d(xy) =(Es * -hal)" Rank , b!r metr!lat!o. (IR ,d)

metr!k uzayıng -boyutlu Ökl!d Uzayı den!r.

ÖRNEK : PIX alsun . N!ye X !ç!n

d!xy) =49
Fonks!yonu X üzer!nde b!r metr!kt!r. Bu (X ,d) metr!k uzayına ayr!k

(d!screte) metr!k uzay den!r.

Bu uzayda açık yuvarlar
B(x ,r)=

3x3 r= 1

E X > 1

ÖRNEK : (([a ,b3) =GR : : [ab] IB sürekl! Rank .I
reel değerl" Sürekl! Rank: Uzay üzer!nde

doo (P!g) = sup) / (t) - g(H) : t -> Fa ,b]] Pank .
b!r metr!lat!o



f!ne aya k!ms üzer!nds
b

d(1 ,g)= (((t) - g(t)/ t
fank , b!r metr!kt!r

Tan!m : ded b!r kümes! üzer!nde !k! matr!k alsun . Her

xy X !ç!n mah(xy) (d(x -y) 1 Me(x .y)

eş"ts"zl"ğ"n" gerçeklegen M, M70 reel sab!tler! varsa dade

metr!kler!ne derk metr!kler den!r.

ÖRNEK : = & olsun . Her z,m EK Ta!n

d(z
,w) = 1z-w)

Tank . K üzer!nde b!r metr!kt!r. Bu metr!ge mutlak değer metr!ğ! den!r

ve 1 . 1 !ll göster!l!r. ACK !se (A ,d) uzays (K , 1 . 1) metr!k

uzayn!n b!r alt uzay!d!r. Bu uzayd aak yuverlar, aa!l da!reler

ve d!sklerd!r.

ÖRNEK : 2= Y+!y ,
W= st!t ca!n

da(z ,w) = max) /x-s) , 1y-t1]
ve

dp (2,w) = 1x-51 Hy-t



Panks!yonlar & üzer!nde b!r metr!kt!r. da metr!g!ne

maks!mum metr!l
, de metr!g!ne toplam veya tax!cal metr!ğ! den!r.

(K ,d) uzay!nd mak yuvarlar aalk kerelerd!r.

2.2 DUZLEMDE KEMELERIN YAPISI
,
AGIK KUMELER

Tran!m : at¢ve >0 olsun .

D(ar) = G z = K :
1z-a)<r]

kümes!ne merkez! a yecaps ~olan ralk d!sk (veya mack

youar( ve
D(ar) =GzEK 1z-alr}

Kümes!ne merkez: a yarkapı dan Kapal d!sk (veya kapel

guver) den!r. D(0,1) d!sk!ne b!r!m d!sk den!r ve D !le göster!l!r.

Tan!m : ACK olsun . Her b!r zEA !a!n ve o !a!n

al
D(z , rz) CA

dacak b!n!mde b!r /230 Sayısı carse A k!mes!ne (

!ç!nde aa!k b!r k!me veya 4 kümes!n!n aa!k b!r alt

kümes! den!r.
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ÖRNEK : 1) Aak d!sk!n Hamm!ndan her b!r zeK ve

~O !a!n D(z ,r CK oldugunden &
, K!s!nde aak

b!r kümed!r.

2) % , K !ç!nde aak b!r k!med!r. Günkü tarum mygulayab!le-

ceg!m!z nokta yaktur.

ÖNERME : atD ve O b!r reel say alsun . Da,) mak d!sk!n

K !ç!nde açk b!r kümed!r
.

!sPAT: 2 D(ar) alsun . Bu durumda

1z- a) <r

eş"ts"zl"ğ" gerçeklen!r. S= 5-1z-a))0 olmal üzere her

b!r &ED(z .s) :a!n agen es!ts!zl!g!nden

13 -a) = 13 - z + z-a)-(3- z)Hz -a)
<S + 1z- a) = r- 1z -e) +1z-m)
-

olduğundan ItD(a ,r) kulumu . Buna göre

D(z ,s) (D(ar)
Bund göre Dar) , R !ç!nde mak b!r Kümed!r.



Tan!m :
at K noktas!n !çeren herhang! b!r aa!k k!meye a

noktas!n!n b!r komşuluğu , D(a , 9) d!sk!ne a noktas!n!n E-komsul!gn

ve D(a , 2) 19a} kümes!ne de ann del!nm!s E kamsulun

den!r
.

&
a,ElKa

ÖDEU: 1) Dar)19a} del!nm!s d!sk! K !ç!nde aak b!r kümed!r

göster!n!z .

2) T+ =(z =k : Imz)0) =(z=1x,y)=k : y)0}
kümes! !ç!nde açık b!r kümed!r. Göster!n!z.

Bu kümege ak üst
yan düzlem den!r.

#A/11



3) (ze K : Rez703 = [ z= (xy) K : x 0 kümes! K

!ç!nde b!r aak kümed!r . Göster!n!z . (Aack sag gar düzlem)

"*XW
2) Çözümü: Ze H ve r= 0 alsun

Key! b!r 3GD)z, #) ja!n

Im=(13-z)=12-31, Im12-3)
= Imz - Im

=> Imz) Imz - Im5

Im37 In 70

=> 3 =# yan! D(z, #Mz)<II T ,K!s!nde

açık b!r kümed!r.

Teorem : 1) Herhang! !br a!l kümen!n kes!s!m! açık b!r kümed!r.

2) Açık kümeler!n herhang! b!r a!les!n!n b!rles!m! balk b!r Kümed!c



!sPAT
: 1) A

,B CK !ç!nde walk kümeler alsum :

ZE An !se 2 E A ve ZEB olduğundan as!l küme

tamm!ng göre

D(z
,
r, /CA ve D(z ,2) CB

dacak b!ç!mde -re70 reel saylar Kard!n = m!nd ~ , re] alsum.
Bu durumda r)0 ve D(z ,r) (AnB d!r. Dolayısıyla AnB ,K!s!nde

b!r ank kümed!r
.

NOT
: Düzlem!n kend!s! , herhang! sonlu sayden aak kümeler!n kes!s!m!

ve Sans!z sayıda açık kümeler!n b!rleş!m! ac!l kümed!r.

Açık kümeler!n yapı teorem! olarak adlandr!lan by sonuçlar sayht

uzaylarda topoloj! aks!yumlar!m bel!rler.

Yan! b!r X kümes!n!n baze alt kümeler!nden olusan b!r A

a!les! P ,
X kümes!n! !çer!yor we keyf! b!rles!m ve sance

arakes!t !şlemler!ne gare Kapal !s A a!les! X üzer!nde

b!r topoloj! ve (X ,A) !k!l!s! de b!r topol!t!k uzay den!r.



2 .3 DUZLEMDE KUMELERIN YAPISI , KAPAL KUMELER

Tan!m : EC K olsun . E kümes!n!n tümleyen!
E = k(E =( zek : z E]

kümes! aak b!r küme !se E kümes: K !ç!nde kapal b!r küme den!r.

Kapal küme tan!m!ng he De Morgan kurallar!na göre herhang! sayde

kapal kümeler!n ara kes!t! ve sonu sayıda kapalı kümeler!n b!rleş!m!

kapal kümed!r.

(An)= ⑧ An IEA)= An!

n= 1

G K aak b!r kame K = 0 aack küme olduklarından

& re K , K !ç!nde k!mpal k!med!r.

ÖRNEK : E=zeK : 12- 2173] kümee! K !ç!nde Kapal b!r kümed!r

Göster!n!z.

Çözüm : E=(ztK : = +E =(zK : 1z-2137
= D(2 ,3)

aa!k d!sk! K !ç!nde aak Küme olduğundan E kümes! & !s!nde

kapal b!r kümed!r.



ÖDEV : 1) acK >0 alsun . D(ar) kapal d!sk! K!s!nde Kapal

b!r kümet!r.

2) T+ =[ z t K : Imz>0} Kapal !st gaus düzlem!
.
K !ç!nde

kapal b!r kümed!r. Göster!n!z .

Kompleks düzlemde herhang! b!r küme aal veya kapal olmak

zorunda değ"ld"r . Örneğ"n
S
=(zek : 0 ( Imz [1]

k!mes! he aal ne de Kapal b!r k!med!r.

Fan!m : ECK alsun . Ek!mes!n! Kapsayan en Krank Kapal

kümeye E kümes!n!n kapanışı den!r ve E !le güster!l!r. Man! E

kümme!n!n Kapan! , E kümee!n Kapsayan Kapal kümeler!n arakes!t!d!r
.

EC An (Ankapah) E
= Y An
n
= 1

E b!r Kapal Küme !se E=E'd!r.

Eğer E = K !se E k!mes!ne K !ç!nde gagun b!r küme vega

yoğundur den!r.

ECX re E = X !se E , X !ç!nde gagundur den!r

E tarafından kapsanan en büyük açık kümeye E kümes!n!n

!ç den!r. Ve E !le göster!l!r. E eger aak b!r Kümeyse



E'n!n !ç! kend!s!d!r. (E = E)
A : CE ,

E = A!

IE= EIE k!mes!ne E kümes!n!n S!n!rl veges kenarı den!r

E OE= EIE

Eo

at 2E olmas !a!n gyl her 70 reel say !ç!n

D(ar) MEF G re Dlar)HEF 0'd!r.

E kümes!n!n Kapal olmas !ç!n gyk
GECE

d!r. E kümes!n!n hem aak hem de Kapal almas !s!n gyk
6E

almas!d!r.

ÖRNEK: S=(z= K : 07 Imz-1] kümes! !ç!n

5= (z- 40 Imz11]
S= (ze¢ : 0 m =[1]



85 = 515 = (Imz= 0 vega Imz= 1)
ÖRNEK : Da ,r) d!sk!n!n kapanışı (ar) Kapal d!sk! re s!n

C(ar) = (z = k : 1z - a) = r}
ÖRNEK : 2K = D'd!r.



85 = 515 = (Imz= 0 vega Imz= 1)
ÖRNEK : Da ,r) d!sk!n!n kapanışı (ar) Kapal d!sk! re s!n

C(ar) = (z = k : 1z - a) = r}
ÖRNEK : 2K = D'd!r.

HEKİM PERŞEMBE

Tan!m : E b!r küre ve :IN-E H ve örten

dönüşüm !se E kümes! sayılab!l!r b!r kümed!r. Saplar
b!l!r alt kümes! olan metr!k uzaya ayr!leb!l!r Uzay
den!r. Orneg!n her ACK !ç!n (K , MM) uzay aya!lab!l!r

uzaydır Ökl!c uzayları da aymrab!l!r uzaydır.
2 . 4 DUZLEMDE NOKTALARIN YAPISI

Tanm: ECD olsun · D(ar) CE olacak b!n!mde

b!r 0 says, varsen a noktas!na E kümes!n!n b!r

!s noktası den!r. E kümes!n!n tüm !n noktalar!n!n kümes!

E !le göster!l!r.



Aç!k kümder!n bütün elemanlars !ç noktalar dan kümelerd!r.

Tan!m: Her O !ç!n ERDLar) = @re En D(a!r) o
!se a noktas!ng E kümes!n!n s!nr veya kenar noktas den!r.

E

!

Tan!m : Her ~so !a!n ERD(ar)Da} * & !se a noktas!na E

kümes!n!n b!r l!m!t noktess veya y!gulma noktess den!r. E w!n l!m!t

noktalar!n!n k!mes! !le göster!l!r. at E ve a ,E'n!n b!r

l!m!t noktobs değ"lse a noktas!ng E kümes!n!n ayr!k veya !zole

noktas den!r. afE ayr!k b!r nokta !se >O !a!n D(ar)n Enfal
d!r. Her b!r elemens ayr!k nokte dan k!mage ayr!k küme den!r.

E
= EVE' veE kümes!n!n kapal almass !ç!n g .y.k .

ECE

ÖRNEK
: E = D(ar) !se E = D(ar) I

Sonlu elemanlı küme.

ler!n yığılma noktası

YOKTUR

ÖRNEK : E
= 9 Xa!z ....,Xa} sondu elemande b!r küme Ta!n

E = (Ek!mes! b!r er!l küme !se E=↓d"r)



2 .5 BASLANTILI KUMELER

Tam!m : ACK kümes!n!n & ve A kümes!nden maska hem aak

hem kapal alt k!mes! yoksa A kümes!ne & !ç!nde baglant!l!

küme den!r. Eger ACK as!k ve baglant! b!r k!mes ! A k!mes!ne

bölge den!r. ACK aç!k kümes! bas kümeden Parken !k! myr mak

kümen!n b!rleş!m! olarak yazılamyorsa A kümes! bağlantul b!r kümed!r.

Alas! halde bağlant"s"z kümed!r.

ÖRNEK : , D(ar) , rak garl düzlemler
, Dla(da} he

SztK , r<1z-al(R] kümeler! b!rer bölged!r.

2 . 6 YARINSAK DIZILER

Tan!m : ACK olsun . R : /N <A Panks!yonuna A !ç!nde b!r kompleks

d!z! den!r ve (zn) veya (zn) !le göster!l!r.

lan!m : (2n) ,
A ra!nde b!r d!z! ve at alsun . (Izn-a)) reel

d!z!s! O'a yak!nslyor !se , yan' her b!r &70 !a!n n)no !ken

1 En-alLE alacak b!n!mde sadece &' begh b!r not IN Marse

(2n) Kompleks d!z!s! er noktas!ng yakınsar den!r. a noktas!na d!z!n!n

l!m!t! den!r ve l!m zn= !le göster!l!r
n- &



..... E9y
ÖRNEK: 12/C1 !se !z =

0 olduğundan l!m z =0

n- 0

ÖRNEK : Zn= : !ç!n !mzn= 1 ald göster!n!z

Gözüm : 12-11 = /-1)=) ht! = Yete ↳O old : ' dan

l!m zn= 1'd!r.
n= D

NOT: 1) /Izn) -(1) [ (En-a) Old!dar (En) d!z!s! a

noktasına yak!nsyor !se ((zn1) d!z!s! Call ! yak!nsar. He

l!m/za)- (l!nzr)= /al'de e

2) IEn-â)=(znal ald!dan (zn) d!z!s! a noktas!n yak!nsyor

!se (En) d!z!s! a noktas!na yak!nser ve

!En = mzn= a d!r

3) Her (En) Kompleks d!z!s! Xn=Rezn veyr= Imzn

olmak üzere (X) re (yn) real says d!z!ler!n! bel!rler. ve



max) (Rez/ ,/Imzl] 1 12) 1 (Rez1 +Imz/

eş"ts"zl"ğ" red ve kumpleks d!z!ler!n aras!ndek! yakınsaklık !l!şk!s!n!

bel!rler.

Teorem : (En) Kompleks d!z!s!n!n 20 = Do+yo noktas!na yakınsama-

s! !a!n g .y. k . (n) re (yn) reel says d!z!ler!n!n s!ras!yla

No , Yo noktalarına yakınsamasıdır.

l!mzn= Zo > l!mAn= No ve l!myn- yo'd!r.
n->A n = D

ÖRNEK : ne IN En= (11)+ !m kompleks d!z!s!n!n

yakınsa olduğunu göster!n!z.

l!m n = l!m Rezn= l!m (1)=e
n->0 n- 0

ald ! 'dan (2n) yakınsaktır

l!n In= l!n Imanen = 1 ve l!n=et
n- 0 n->8

ÖDEV OGIR alsun : !n m . (cos() - 1 + :s!n(e)= ?
Tan!m : (zn) b!r kompleks d!z! ve Y : /N <IN kes!n monoton

artan b!r Fonks!yon alsun. ( Zy!n!) d!z!s!ne (zn) d!z!s!n!n b!r alt

d!z!s! den!r. KE IN . Ma +1
almak üzere (Zr) !le göster!l!r.



Tan!m : (En) b!r kompleks says d!z!s! olsun. Her 970 ve n,m) no !a!n

/zn -zm/3 dacak b!z!mde sadece S!n bagt b!r No sayısı

Karsa (zn) d!z!s!ne b!r Cauchy d!z!s! dem!r

Teorem
: (En) Kompleks say d!z!s!n!n yak!nsal olmass !ç!n g.y .k.

(2n) d!z!s!n!n b!r Gauchy d!z!s! olmas!d!r.

(an) Cauchy d!z!s!n!n yauk!nsal b!r alt d!z!s! Karsa (zn) d!z!s!

de yakınsaktır .
Göster!n!z.

Tar!m : (X , d) b!r metr!l uzay olsun . X !ç!ndek! her Canchy d!z!s!

X !ç!nde yakınsak !se (X ,d) uzay!ng fram metr!l uzay den!r.

2 .
7 YAKINSAK DIZILER VE TOPOLOII ÖZELLİKLER

Teorem : ECK kümes!n!n kapal b!r küme olmas !ç!n g .y.k

E kümes! !ç!ndek! yakınsak b!r d!z!n!n l!m!t!n!n kümes!ne a!t almas!d!r.

Teorem : at K noktas!n!n ECK kümes!n!n b!r l!m!t noktess almass

!ç!n g .y.k . a noktasına yakınsayan b!r (2n) CE1[9}

ÖRNEK : a= 2 noktas!n!n H
+

= (z K : Imz)o} mack ust

yarı düzlem!n b!r l!m!t noktası olduğunu göster!n!z .

Çözüm : EIN !an En=2+Y alsun. Enf2 ve Imzn=1 0

old. 'dan In t 11192}



En -2 = /2+= -21= l!)=+ to

olduğundan (2n) d!z!s!n!n l!m!t! 2'd!r.

2.8 KOMPART KUMELER

Tan!m: Ec¢ve G = (6x : atI]
düzlemde açık kümeler!n b!r a!les! olsun .

ECUGx
LEI

!se G a!les!ne E kümes!n!n b!r aa!l örtüsü den!r.

Bu a!len!n Ga, Gxz ! --- ,G sonlu fane eleman !a!n

EC G
:

!se G a!les!n!n sonlu b!r alt örtüsü vardır.

Tan!m : ECK kümes!n!n her aak örtüsünün sonlu b!r alt örtüsü

Varsa E kümes!ne Kompakt (veya +!k!z) küme den!r.
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Tan!m: (X , d) metr!k uzay ve by uzayn her aa!l ört!s!n!n

sonlu b"r alt örtüsü varses (X ,d) uzay!ng Kampakt metr!k azay

dem!r.

örnek: Düzlemde her sonlu küme kompakt b!r Kümed!r.

örnek: (K , 1 . 1) metr!c azay!nda kompakt b!r kümen!n her la-

pall altkumes
:

kompakt b!r kümed!r .Göster!n!z.

Gözüm : E kompakt b!r k!me ve FCE kapel b!r k!me we

G =Ga : a - I] " Fkümes!n!n herhang! b!r aack Ortüse

olsur. G UFC a!les! E kümes!n!n b!r mak alt Örtüsüdür. E kompakt

olduğundan bu a!len!n E kümes!n! , dolayısıyla F kümes!n! örten sondu

alt örtüs vard!r. Fo bu sonlu alt ört"n"n b!r demans !se F

kümes!n! o alt örtüden M!karab!l!r!z. Dolayısıyla G a!les!n!n F kümes!n!

örten sonlu alt ört!s! vard!r ve F kompekt b"r kümed!n

Fan!m : ECK olsur : ECDlar) olacak b!z!mde b"r atK ve ro

reel Sayısı Varsa E l!mes!ne s!rl b!r küme den!r.

GapE = supG/z -w : z,wEEL
sayısına E kümes!n!n Gapı den!r.



GapE & "se E kümes! S!n!rl
,

aks" halde s"n"rs"z b!r k!med!r.

örnek : Dar) d!sk!n!n Gas Ir ve düzlemde b"r Karen!n Gap kösergen"n"n

uzunlugudur. ( ve yarl düzlemler S"n"rs"z Kümelerd"r.

Teorem: (He!ne - Bowel Teo.) : ECK k!mes!n!n Kompakt olmes , "a"n gy.

kümes"n"n kapalı ve S!n!rl olmas!d!r.

örnel: Blar) kapal ve s!n!rl olduğundan kompakt!r.

örnek: (C , 1 . 1) metr!k uzayında

E =G0 ,
z = x!yeK : s"n(I) =0 , y

= 1 re lekral
kümes!n!n & !ç!nde kompakt b"r küne olduğunu göster!n!z.

Çözüm : E
=50, +! : -Et1903]n)0 , IxK'y
=San + : ( - E 1903 , Ik! or
= 0

,+ +1 : k = +1 , 12
,
=3

,
+4 = 5, 76,

77
, F0}

kümes" sonlu b"r küme olduğundan ECK !ç!nde kapalı b!r Kümed!r.

14 + " =

2

+ 1 1+1 = 2 olduğundan

her zEE "a"n /21 2'd!r. Bu durumd
EC D(0 , 2) d!r.



Yan! E kümes! sınrl!d!r. He!ne- teorem!nden E k!mes! kompelatt!n

Teorem : (Bolzano- We!erstrass) Sonsuz we smrl her ECK kümes!n!n

① !ç!nde b!r l!m!t noktes pard!r.

Teorem: ECK k!mes!n!n kompekt b!r k!me olmas s ja"n g .y .K .

E !ç!ndek! her sonsuz d!z!n!n yakınsak b!r alt d!z!s!n!n var olmas!d!r

2. 9 GENSLETILMIS KOMPLEKS DYELEM

Tan!m : K = 400 = &V400} kümes!ne gen!şlet!lm!s kompleks düzler

den!r. Her 2 EK !h!n

z+*
=

0 + z = 0

2= K190} 2 .
0

=
0. 2

=
&

ze K40} z =8
,=

= 0

2 .9 . 1 Gen!şlet!lm!s, Düzlem Topoloj!s!

D(0 , r) =Gz =K : (2)-3 438} k!mes!ne & noktas!n!n b!r

komşuluğu den!r. K!s!nde aa!k olar her küme K !s!nde de ac"lat"on.

2 .9 .2 Gen!şlet!lm!s Düzlem ve K!emann Küres!

S =Gx= (X- X2 , Xs) -(R3 : (11x1 = x! +x +x) = 1)}
b!r!m k!re re N= 10 ,

0
. 1) bu küren!n Kuzey kutbu alsun .

4 =G (X .y ,0) : X .YGIRY eslesmes!yle , D ,
IR !n b!r alt uzay!d!r.



Bu eslesme !le K ,
52 Kümes!n! ekvator boyunca keser.

Her zEP Ta!n Z ve N noktasından geçen doğru kürey! tek b!r

= = (X , xe , x3) noktasından keser.

1zK1 !se Z, noktası Kuzey yarımküreded!r.

12/ !se Z, noktası güney yarm"d!r.

1z1= 1 1 z= Z, ve (2) -> 0 Z, <N

z= x+!y
-) v Z= (xxx, xy) ,

z noktas!n!n küre üzer!nde kars!l!k

gelen nokta alsun. IR'de z ve N noktalarından geçen doğun denklem"

(tN+(1-t)z a te!n] f(- x , ce-Ay ,t) : tElRY olduğundan

Z noktas"n"n koord!natlar!n bulmak "s"n t'y! bulmak yeterl!d!r

1
= (1- tx + (1-+2 + t2

1-+
2

= (1 -H(x + y2)
1 - +2

= (1- t)2 . 1z12

1+t = (1- t) . 1z12

11= 124- t . /ER
1212- 1

t(1 +121 = 1212-1 =) t= 1zR+1

olur.



2
x= (1- +)x = (1- )x =

1212 + 1
Re(z)

x2=

12

,

4+1
Im(2) Az= 1212 - 1

1212 +1

N = z = (X1 , X2, X3) IR noktas!na de kours!lk gelen z naktress

t
= Xy alarak z=

N!t!N2 Parm!l! !te bel!rlen!r.
1- 43

Örnek :
)

0= (0 ,0) ve z= 11 kompleks sayıların Küre üzer!nde Krarş"lk

gelen noktalar bulunuz

Çözüm: !)2=
0

= (0 ,0 = (2) =0 = z=(0 , 0- 1)
!!) z= 1+ !

=)(z) = 1+1 =5 = z= (55)
a) B!r!m kümede (1 ,

0
, 1) ve (-2't) noktalar!ne kars!lk

gelen düzlemdek! noktaları bulunuz .

!) z= ( => z=# = so

!!) z= (- !t) = z= - n!
=2-

2 /



26 EKİM PERSEMBE

BÖLÜM3 : KOMPLEKS FONKSİYONLAR

3. 1 TANIM VE TEMEL ÖZELLİKLER

Tar!m: 0 F AC K olsun . Her b!r ZCA kompleks say!s!n tels

b!r w = P(z) kompleks saysına eşleyen : A <K kural!n kompleks

değ"şkenl" kompleks değerl" b!r fonks!yon ya da kısaca kompleks Panks!yon

den!r

w = P(z) kompleks sayısına &Fonks!yonumun Z noktasındak değer" ,

Panks!yonunun uygulanab!ld!ğ! bütün z noktalar!n!n kümes!ne n!n Hamm

kümes! den!r ve De !he göster!l!r.

G
p

= P(Dp) = (f(z) zeDr} kümes!ne de P'n!n görüntül res!m)

kümes! den!r

Görüldüğü üzere Fonks!yonunun tanm we görüntü Kümeler! kompleks

düzlem!n b!rer alt kümeler!d!r. Yan!

DCK , GrCK'd!r.

Er kümes!n! Kapsayan herhang! b!r kümeye n!e değer kümes! den!r



ÖRNEK : 1) (2) = e EK (sab!t fonk.) Dr= K . Gp={c]
2) Hz) = = (b!r!m Pank .) Da= Gp= K

3) P(z) = z (eslen!k Ronk.) Dr = Gp= 4

4) Rz) = /21 = x + y2 (muttak değer Rank .) Pr= K , Gp= IR 90}

5) P(z) = 4z +7 Dp = Gp = K

b) R(z= EnlY , D= K19-1,3

3 .2 KOMPLEKS POLINOM VE RASYONEL FONKSİYONLAR

Tan!m: != 1, 2
, ...,

n olmak üzere a EK Sab!t alsun.

p(z) = an z + an-12 + ...

+ &
,
2 + do

Fonks!yonuna Kompleks pol!nom den!r. an O says!ng bu pol!nomum

baskatsays: ve no /NU90} say!s!n da pol!nomum dereces! den!r.

Tan!m : p(z) = 0 es!tl!g!n! sağlayan 2 noktalar!n p kompleks pol!nomumum

kökler! veya s!p!rlar den!r.

Tan!m : p ve q kompleks pol!nomlar olmak üzere :

↑(2)=
p(z)

(q(z)= o)
q(z)

Fonks!yonuna b!r kompleks rasyonel Ranks!yon den!r.



ÖRNEK
: p(z) =

2 t! pol!nomunun katsayılar (a =1 , az=a =
0

, a=1}
der =

3

E + !=0) z = - ! = 1.
e

!)
- +2)

2 = 1 . e k= 0
,
1

,
2

-!k= 0 !ç!n Zo= C

k= 1 !ç!n 2
, =
e!

In= 2 !a!n Zz= e!

3 .3 KUMELERIN GÖRÜNTÜLERI

Tan!m
: P : A <B b!r kompleks Ponks!yon alsur. ECA !se

R(E)= [P(z) : zEE} Kümes!ne E kümes!n!n altındak! görüntüsü

(!maj!) den!r.

Bu fanımdan ECFCA !se RLE) CP(F)'d!r. Ex .
A k!mes!n!n

alt kümeler!n!n herhang! b!r a!les! !se

4(YE) = /R(E)
Tran!m

: Her z - A ja!n (P(2))1M olacak b!n!mde b!r M70 reel

Sayısı Varsa & Panks!yonuna S!n!rl Ponks!yon den!r. P Ronk
. A k!mes! üzer

r!nde S!n!rl olması P(A) kümes!n!n s!mal b!r k!me olmas, !le denkt!r



Tan!m :

G CB !se P"(G) = [Z CA : PC - GY kümes!ne G

kümes!n!n R altındak! fers görüntüsü den!r.

Bu fan!mdan

-176%= (P (G))
ve

GCHCB !se RG) CP(H)'d!r.
{Ga] ,

B kümes!n!n alt kümeler!n!n herhang! b!r !les! !se

R-(48) = YR() ve p"(16) = 44"(6)
ÖRNEK : P : D <4 P(z) =

2 - 1 Ronks!yonu D üzer!nde s!n!rl!d!r.
1212+2

Göster!n!z .

(D =(zz¢ : 12113)
Gözüm:

Iz)= = - Ene 1

olduğundan R ,
D üzer!nde S!n!rl!d!r.



3 .
4 B!RE-BIR VE ORTEN FONKSİYON

Tan!m
:

A .B CK bostan Parkl olmak üzere

P : A < B

b!r kompleks Ponk alsun . Ef a özell!ğ!ne Sah!p z
,
atA !ç!n

P(z) FP(a) !se & Panks!yonu A uzer!nde 11 veya !njelat! b!r

Ronk, den!r

Tan!m: Her WEB Tan P(z)= IN olacak b!r ZA varse &

Ronks!yonung örten (surjekt!f veya üzer!ne Rank, dem!r.

Bu tan!ma göre P: A- B örten b!r kompleks Ronk. !se PA)=B'd!r.

ÖRNEK: Y : K <K , 4(z) = 2 113

Gözüm: 2
,
aEK !ç!n Y(z) = Y(a)

E = â

E = â

2 = e 9, 1-1"d!r

ÖRNEK
:
P : K - D

,
4(z) =

22 1- 1 !

Gözüm : -21 2 -K !ç!n PC-2)= P12)=4 olduğundan &
,

1-1 değ"ld"r.

ÖRNEK :

p : K <K , plz) =2 +! pol!nom Ranks!yonu örtend!r. Göster!n!z.

Sözüm : EK keyf! olsun . =I !se Er=0 ed !a!n Plz)= =W

F! !se N = +! E= IN-1



2
= x-!

=
(X - !)e"(ag(w

-!)
d!r

Buradan z!x = /W-!Y3 .
elfarg(X-!)/3) - K olduğundan p pol!nom

Ronks!yonu örtend!r

Tan!m : P
:

A- B
, g: B-K Kompleks Ponks!yonlar!n b!leşkes! :

A->K

h(z) = (90(z) = g(P(z))
Ronks!yonudur

Tan!m : R
:
AtB 11 ve orten olsun . Her ZEA ve her weB!s!n

g(P(z)= z ve P(g(w)) = w

özdeşl"kler"n" Sağlayan o Ponks!yonun (g : P+A)
& Fonks!yonunun fers! den!r ve g= P !le göster!l!r

ÖRNEK: : -> & P(z) = z

g: k + 4 g(z)= z+1

In
: K-K h1z) = (go)(z) !se h!l2!)= ?

ÖRNEK
: 24->4 ,

4(z) = E Ronks!yonunun fers Ponks!yonu ned!r?

e (4(z) = = = Y (E) = z = Y (z) = E
,

ÖRNEK: P :
- P(z)= 22+ 1

a) 1-1 ve örtend!r . Göster!n!z .

b) R -1 : ¢ -> & Ronk . bulunuz .



Gözüm: a) !) P(z) = P(a) !!) NE ¢ keyf! alsun.

E2z+1= 2a+ 1 2 = 1ek
2

Za RAl Ta!n Alz!n)=2 . W + 1 =/
ald'dan örten.

b) z= P(P"(z)) = 2P"(z) +1 = P!z =

=!
3 .5 KOMPLEKS FONKSİYONLARIN REEL VE SANAL KISIMLARI

Tan!m: P : AtK b!r Kompleks Pank . alsun.

1) u : A- 1R , u(z) = u(x ,y) = ReR(2) Fonks!yonun ,
P'n!n real k!sml

2) v : At 1R , x(z)= x(x ,y) = ImP(2) 11 I Sanal

KISMI

den!r.

z= x + !y = P(z) = u(x ,y) + !v(X , y)
ÖRNEK: R: K -> K ,

P(z)= 22 Ponk , !ç!n z= xt!g olmak üzere

R(z)= (x + !y)2= x
2-y2

,

+ !(2xy)
h(x,y) v(X, y)

ÖRNEK: g(z)= 2271 !se

x((x +yy +1)U(x ,y) =
(x=y2+1) 2+4xy2

re(x ,g) = te



3 .
6 Kompleks Fonks!yonların L!m!t!

Tan!m
: a

,
we K

,
E

, a noktesm!n en az b!r del!nm!s komsulugury

Kapsayan b!r k!me ve P!E->K b!r kompleks Pank . alsun. Hew b!r

E30 real says : ve XEE !a!n 021-alf oldugunda

1 P(z) -w) <E

dracak b!z!mde f = f(a .2) 70 reel sayss var !se youn

(!m (P(z) -w e

!se w noktes!nd P(z) Panks!yonumun a noktasındak! l!m!t! den!r he

l!m P(z)=W

z->

olarak yazılır.

ÖRNEK : l!m(z+!)= S! old göster!n!z .
2- !

↓P(z)
9

L!m!t tanımından her b!r E30 reel say!s :

12-!lf

!ken

(R(z) -w = /22+ ! -3!) = 21z-!) 2 . f =E

gerçeklen!r. S=E Seç!l!rse d!n (2z+!)=b! dar



Önerme: : E ->K kompleks Ronks!yonumun b!r at & voltes!nde l!m!t!

carsa bu l!m!t tekt!r.

!spat : l!mRLE) = w ve l!mP(z) = We re w! F We olsun .
z- 0 2- aCh

l!m!t Sammundan 3 = Im , -wal
2 DO Say : Ta!n 0212-aK8

,

oldugunde (P(z)-w!l3 re 0< 12-a)82 olduğunda (P(z)-WIKE

dacal b!z!mde f! , 82)0 reel sayıları vard!r.

6= m!nhf , [2] alsun . OL1z-a)[f olduğunda
1w -wel=/w ,

-P(z) + P(z) -wel (P(z) - w!l +(2) -wel

- EtE= 22 = 1w , -we/ d!r. (Gel!şk!!)

Dolayısıyla W!=w2'd!r. Yan! b!r kompleks Fonks!yonun l!m!te parsa tekt!r-

NOT: Geometr!k olarak l!m!t , w noltas!n!n her D(W,d) , E-komsul!gn
Ta!n 4(D(af)19a}) <D(w , 3) dacal a noktas!n!n b!r D(a,6) Kay ,

f-del!nm!s komsuluğu vard!r
.

ÖNERME: (Temel L!m!t)

!) 4 : 4 - K , 41z) = cE¢ !se her at !s!e En (2) = C'd!r.

!!) : 4 -4
, g(2)=Z !se her at !ç!n l!m g(2) : ad! e

7KASIM PERSEMBE



ÖRNEK : P(z)
= ! Konks!yonunun z= ! noktasındak! l!m!t! bulunuz .

ÖRNEK: l!m Z . Rez =o'dır
.
Göster!n!z.

2= 0 121

Hew b!r ESP reel says : !ç!n 0 <1218 !ken (8(2)-0145 olacak

b!n!mde 870 reel says!ne bulal!m .

(R(z)) =

2B!z 1 = 11 Rez 11z)(J =E olar. =E sex!l!te

l!m z.
=
0 gerçekler! en

Teorem : ) Kompleks - !k! Kozullu Reel L!m!t !l!sk!s!f
P(z) = u(2) +!V(z) B!r Kompleks Ronk ., Zo , 4 Panks!yonumun Aran!m

kümes!n!n b!r l!m!t noktress ve Wo=Vot!v. EK olsum.

l!m P(z) =woE] l!m v!z= Do ve l!m vlz=vo d!r
7-Zo z- Zo 2- Zo

ÖRNEK: (2)= S +12 tar Ronks!yonun zo=(0, 0) noktas!ndak! l!m!t!n!

bulunuz-

!ms!x = 1 ve l!m 2 ter = 2 old dene

y
->0

b!m R(z) = 1 2! d! en



Teorem: (L!m!t Yokluk Testler!)

& FECIR2 b!r k!me ,
P
: E-IR b!r Pank . Ve a= (an , %2) -IR2 ,

E

kümes!n!n b!r l!m!t noktas alsun.

1) (Ard!sck L!m!t Yokluk Test!)

4 = ( e) (!t))= ↳a

veya R Panks!yonumun L . 22 ards!k l!m!tler!nden en az b!r! you !se

& Panks!yonunun a noktasında l!m!t! yelutur

2) (Koord!nat Değ"ş"m" !le L!m!t Yokluk Test!)

Ot [0 ,25] ve 20 red says : !ç!n

l!m Pla , trcoso , oztus!no) yok veya O değ!şken!ne bagts !be
r-> a

↑

Fonks!yonumun noktas!nde l!m!t! yoktur



R(z) =
2xy t! arcten)) Ronks!yonumun 20 = 0 noktasındak! l!m!t

x2xy2

yoktur. Göster!n!z .

Zo= = =
den => X ee

l!na(x)= l!n
= l!n enese! = l!ms!nzo-s!nza

r- 0

O'ya bagh olduğundan RE)'n!n Zo= O'da l!m!t! yoktur.

3 .7 L!m!t!n Ceb!rsel Özell!kler!

R, g : E ->K!k : fonks!yon ve

l!mPlz)= Wo
, l!mg(z)= W,

2- 9 z-

olsun . 9
,PED!s!n

1) l!m (R(z) = Bg(z)) = <Wo FBw
2- >a

2) (!m (P(z) - g(2) = Wo .W

3) W
. FO !se h!m
= d!r

4) b!n(anze + -12 ...
+ a) = en z + an-z+ ... de



örnek : l!m P(z)=3

2- j l!ng(z)=2! aleneS

!) (!m (29(z) - 3g(z) = 2.3-3.2! = 6-b

!!) l!n (P(z) -g(z) = 3 . 2! = b!

!!!) !n
= =

=
-I !

Örnek
:
P(z)= 1 g(z)= 1- t

z

(M(R(z) +g(z)) l!nkz) +b!r !

( + 1 ) = 1 G= l!m 1- 1 = -8
z-70

1f &-* oldugunden

eş"tl"k gerçeklenmez.

örnek
:
R(z)= 24 , g(2)= z-1 by(4z)-g(z)) =l!M 2) -l!

↓

E) = 1
=



örnek :1) l!n
223 + z- 1

=0 2) h!m62bt22 e
z-0 77 -27+3

3) l!m 22 +E- =
z-* 32 + z+ 1



örnek :1) l!n
223 + z- 1

=0 2) h!m62bt22 e
z- 0 77 -27 +3

3) l!m 22 +E- =

z-* 32 + z+ 1

- 2KASIM -

↳ . 1 Tan!m ve Temel Özell!kler

Tan!m : PFE C¢ ve P
:

E ->K b!r Kompleks Ronks!yon

aE alsun . Her b!r ET0 real says : !a!n ztE me

1z - a) S oldugundra
IP(z) - P(a)) < E

olacak b!r f= f(a , 9))0 real says varsa & Panks!yonuna

a noktas!nden sürekl! b!r Pank- veya k!sacası P Ponks!yonuna a nokta-

s!nden Sürekl!d!r den!r. Eger P,
E kümes!ne her noktasında sürekl! !se

P Fonks!yonuna E üzer!nde sürekl!d!r den!r. E kümes! üzer!nde Sürekl!

dan Ronks!yonların kümes! CE) !le göster!l!r.

NOT: Sürekl!l!ğ!n E-f fan!me
=

l!MPz) = R(a) (atE)'d!r
2 ba

O halde 4 Pank . 'nun a noktasında sürekl! olmass !ç!n g . y .k



1) R Ponks!yonunun a noktasında tan!ml! olmass
,

2) ↑ Ronks!yonunun a noktasında l!m!t!n!n war almass

3) l!m P(z) = P(a) olmas!d!r.
2 ->a & noktas!nd

ÖRNEK : 1) Y : K >K Y(z) = < E K , z=
a noktasında sürekl!d!

2) 4 : K -> K f(z) , z = a noktasında sürekl!d!r.

3) P(z) Kompleks Ranks!yonu K'de Sürekl!d!r.

p(z)h) g(z) =
q(z)
/8 : E >k

,

E =k1(zek , g(z) =0}

rasyonel kompleks Ranks!yonu K'de Sürekl!d!r.

ÖRNEK
:

M : K -> K !m(z) = 121 Ronks!yonumun & 'de Sürekl! aldugunu

göster!n!z .

Sözüm = a- Kend! b!r nokta !n Iz-alf !ken

(m(z) - m(a)) = /(2) - /all1 1z - a) f = E

dar =
E ahn!rsa m(z) Ronks!yon a noktas!nde sürekl!d!r. a

key! olduğundan M(z) K üzer!nde sürekl!d!r.

ÖRNEK: 4(z) = E Fonks!yonu K üzer!nde sürekl!d!r . Göster!n!z .

a EK keyf! alsun . Her b!r ET0 real says !ç!n 12-al <8 !ken

(f(z) - f(a)) = 1 = - a) =1a) = 1z -a)(f = E gereklen!r
Dolayısıyla &=E seç!l!rse - Panks!yonu Z: alda Sürekl!d!r.



a key! olduğundan 2 , K'de sürekl!d!r.

ÖRNEK:

R(z)=G0 ,
z=

0

3 Ronks!yonunun = =0'da sürekl!

Es!nex) ,
zto olduğunu göster!m!z.

E70 says: Ta!n 121) !ken (2 =0 noktasında sürekl! olduğu as!kerd!r)

(P(2) - Rob = /R(z)) = / Es!24) < 121 - 21x)
=
E

|x|

gerçeklen!r. O halde R Z= 0 noktasında surekl!d!r.

ÖRNEK
:

R(z)= 22-4 Ronks!yonunun
2 - 2

a) z= 2 noktasında l!m!t!n! !nceley!n!z .

b z=
2 noktasında sürekl!l!ğ!n! !nceley!n!z ,

Gözüm:) l!m R(z) =
b!m -4 -l!nt) =

e
2- 2 2-27- 2

olduğundan P'n!n zo= 2'de l!m!t! verer

b) R Fonks!yonu zo=2 noktasında tanms!z oldugunden bu noktad

sürekl! değ"ld"n

3 . 2 SUREKLI FONKSİYONLARIN CEBİRSEL ÖZELLİKLERI

Teorem : P!gt c: (E) re <
,
B EK olsun .

1) <R + Bg : E ->¢ , (xR +Bg)(z) = xP(z) + Bg(z) Ronks!yonn Elde
sürekl!d!r



2) R, g
: E- K(Pg)(z) = R(2)g(z) Ronks!yonu E üzer!nde sürekl!d!r.

3)6 = El(ztE : g(z) = ayasun . 2 : 6 - k(t)(z)=
Ronks!yonu G üzer!nde Sürekl!d!r.

NOT: Teoremdek! 1) ve 2) özell!kler! üzer!nde sürekl! Ronks!yonlar!n

<(E) kümes!n!n b!r halke ve özell!kte c!sm! üzer!nde b!r vektör uzayıdır.

ÖRNEK : R(z)
= 21z1 + 23 + 22-22+1 Fonks!yonu K üzer!nde sürekl!d!r

.

m(z)=
(2) ve p(z) =

2 + 2 - 22 + 1 Rank: 'Mars sürekl! oldugundan

P(2) = 2m(z) + p(z) Fonks!yonu da Sürekl!d!r.

ÖRNEK : P(z)= E(zth) Ronks!yonunun sürekl! olage noktalar
23 - 8

bulunuz .

Gözüm : 2 -8 = (z -2)(z2 + 2z+ 4) = 0

z- 2=07,
2 22+27+ =0 =>D= b2-4xx =- 12

22
, 3

=

-2 FER
= - 1F! 3'tür

2

O halde P
, K12,

-1-! -
,

- 1 + 13} kümes! üzer!nde

sürekl!d!r.

ÖRNEK : (z)= +2 sürekl! olduğu noktalar kümes!

ÖBEV



4 .3 SUREKLILIK KRİTERLERI

Teorem : (D!z! Kr!ter!) P : E -K Panks!yonumun b!r a GE naktasında Sürekl!

olması a!n gyk a noktas!na yakunsayan her (2n)CE d!z!s!

!ç!n
l!n P(zn) =

P(a)
n- 0

olmas!dr

ISPAT. P,
aGE noktasında Sürekl! ve (En) CE a noktas!na

yakınsayan b!r d!z! alsun . E-f tammundan ver!len herhang!
b!r E30 real says : !ç!n 1z-alf !ken

1P(z) - Pla) / <E

olacak b!r f= f(a . E) vorder l!mzn= a oldugundan n) no

!ken
Izn - a) [f

alacak b!r no CIN Varchr.

O halde her n!no !ç!n

(P(zn) - P(a)) < E

dur. Buradan l!m P(zn) =
Pla)'d!r

n- N



1) Ters!ne a noktasına yakınsayan her (zn) d!z!s! !ç!n

l!mp(zn) = Pla) alsun . Frukat R Panks!yo a noktasında sürekl!
n- 0

olmas!n . Bu durumda her a EIN !a!n /En-al + ve

/P(En) - Pla)) >/ E gerçeklenecek In naktalar be ED0 warder.

(En) > a Pakat Plzn) , P(a) noktalar!na Yakınsamad!g!ndan b!r

Gel!şk! oluşur. Bulaysıyla , a'da sürekl!d!r.

SONUÇ : E
, ECK aalk k!meler ,

P : E sE've g :<K

Sürekl! Ranks!yon !se be : E <K ,
k(z) = g(P(z)) b!leske Ronks!yoru

sürekl!d!r.

ÖRNEK : P: ESK sürekl! b!r Panks!yon . IPI : E <IR
,

191(z) = /4(z)) sürekl! b!r Ponks!yondur.

B!r R Fonks!yonumun b!r aGE noktasında surekl! olmas

Pla) noktas!n!n her &(Pla) ,
E) E kamsulugu sa!n a noktas!ne

4 (D(a , f)) <D(c(a) , 3) veya Dla, 6) <R(D(!(a) , (1)

özell!ğ!ne Sah!p Da, f) , f komsul!gurum var olmas!na denkt!r.



Teorem) Global Sürekl!l!k Terrem!) :
P : E - K b!r Panks!yon !se

1) P . E kümes! üzer!nde sürekl!d!r.

2) Her VCK malk kümes!n!n R-1(V) ters gör!nt!s! E

!ç!nde açık b!r kümed!r.

3) Her FCK Kapal k!mes!n!n R-(F) fers görunfüs Kapal b!r

kümede

İfadeler!n denkt!r.

Teorem : P
:
E -K

,
P(z) = U(z) +! (2) Panks!yonunun Sürekl!

olmas, a!l gyk (gerek ve yeter Koşull Uz) re VIz) 'n!n sürekl!

olmas!d!r.

ÖRNEK : P(z) = Ye + !yty Panks!yonunun sürekl! olduğu kümey!
x+y buluruz .

Gözüm : A = ((x ,y) : x+y + 03 = K190}

IACB
B = ((x ,y) : x+y +0y = c){z= x+!yek , y= -x

E= ARB = C((z= x+!yek y=
-xy

kümes! üzer!nde R sürekl!d!r.

Tan!m : P(z)
=

et
=

ext!y = ex(cosy+!s!ng) Ronks!yonuna Kompleks

!stel Rank . den!r Ke K üzer!nde sürekl!d!r.
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4
.
4 DÜZGÜN SÜREKLİFONKSİYONLAR

Tanım: P: E-k b!r Pank . olşun. Her b#r ET0 reel sayısı ve her

z
,
wEE #ç#n 1z-wIf olduğunda (P(z) - P(w))[E olacak b#ç#mde

sadece E'a bağlı b!r f=f(E))0 sayısı varsa & Panks#yonu E üze

r!nde düzgün sürekl#d#r den!r

ÖRNEK : P(z)=z düzgün Sürekl!

P(z) =z2 sürekl! , düzgün sürekl# değ"l.

Tanım: E
, FCK ve ak olsun . Ekümes! !le a noktası

arasındak! uzaklık

& (a , E) = !nPlz-al : zeEY <Iz-al
dayısıdır. a E olması #ç#n gyk daE) =O almasıdır. Dolayısıyla E

kümes# kapalı b!r küme #se ve atE !se dlaE) > O'd!r

Tanım : E ve F kümeler# arasındak! uzaklık

& (E , F) = !nf[Iz-wI : zeE ,wer]
sayısıdır.







↳NUG: P : E (K sürekl# b#r Ponks#yon ve ACE Kümes# Kompakt

b!r küme #se 14/Ponks!yonu E kümes# üzer!nde maks!mum veya m#n#mum

değerler"n" alır. Bu sonuca Ekstremum değer teorem! den!r.

BÖLÜM 5 : KOMPLEKS ANALIT!K FONKSİYONLAR

5

5. 1 KOMPLEKS TÜREV

Tan#m: ECK açık b!r k!me ,
P: E-K b!r Ponks!yon veatE

olsun.

P'(a) =l!m
P(z) - 2(a)

.... (#)
2-3d 2 - a

l!m!t! varsa P Panks#yonuna a noktasında kompleks türevleneb!l!r

(veya d!ferans!yelleneb!l!r) b#r Panks!yon &(a) sayısına & Ponks#yonunun

a noktasındak# Kompleks türev! den!r.

↑ , Ekümes!n!n her noktasında türevleneb!l!r !se, PE kümes# üzer!nde

kompleks türevleneb!l!r b#r Panks#yon den!r.

(*) l!m!t! yoksa & Fonks#yonu a noktasında türevleneb!l!r değ"ld"r

(kompleks türev! yoktur) den!r
Tanım : P .

E üzer!nde kompleks türevleneb!l!r b#r Panks!yan !se &Panks!yonu-

na & Panks#yonunun kompleks türev Panks#yonu den!r.



& Fonks#yonu sürekl# #se P'e sürekl! Kampleks türevleneb!l!r b!r

Panks!yon den!r

M B!r Kompleks Fonks!yonun Kompleks türev!n!n bu fonks!yonun

her mertebeden var ve sürekl! olması g#b# reel anal!zde benzer!

almayan b!r sonucu ver#r. Bu yüzden kamplaks ve reel sayılar teor!s!

b!rb!r!nden oldukça farklıdır
.
Sürekl! kamplaks türevleneb!l!r P!nks!yonlar

kompleks uzayın çok özel b!r alt uzayını oluştururlar. Bu fonks!yonlara

anal!t!k) holomorf!k veya regüler) Ponks#yonlar den!r.

ÖRNEK : P(z) =CEK #se her b!r atk !ç!n P(a) =0'd!r.

=> P(z) = 0

ÖRNEK : P(z) = z -> P(z)= 1 'd!r.

ÖRNEK : P(z) = z ) P(!) = 2%

ÖNERME! P E>K , b!r atE noktasında kompleks türevleneb!l!r b!r

Ranks!yon #se P Panks#yonu a noktasında sürekl!d!r.

ÖRNEK : P(z) = Rez Panks#yonunun a= 0 noktasında türev!n!n ver

olup olmadığını !nceley!n!z.
Çözüm: z= Xt!y E¢ !ç!n P(z) = Relz) =X ve Pol=0'd!r.

#- P10)
= = t

2 -0





ÖRNEK : P(z)=c ve Plz)=z Fonks#yonları üzer!nde anal!t!k

Panks!yonlardır.

ÖDEV: P(z) = 23 Fonks#yonu &'de tam Fonks#yondur. Göster!n!z.

↑ (2) = L!m P(z+n) -P(z)

heo h
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5 .3 [EBİRSEL ÖZELLİKLER VE ANALITİKLİK KRİTERLER"

Teorem: ECK açık b#r küme
, F!g : E-Kanal!t!k Fonks#yonlar

ve <BEK sab!tler olsun . GP+Bg üzer#nde anal!t!k b#r

1) Panks!yondur ve türev! (KP+Bg) (2) = XP(z) +Bgz) d!r.

2) P .g ,E üzer!nde b!r Fonk:'dar ve türev!,

(Pg)' (2)= P(z) g(z) + P(z)g'(z) d!r

3)
g

/ EK zek : glzt =ol üzer!nde anal!t!k b#r funkıdur

ve türev!n! (t)' (2) = * (7) (z)-gz4(2) d!r.

g2(z)
ÖRNEK : plz) = +hz4+222-z+1 Kompleks pol!nom Panks#yonu

fam Pank :'dur ve türev! plzt=5z"+1623+hz-1'd!r.









z= re=ulcoso+!s!no) b!ç!m!nde #se C-R eş"tl"kler"

Ur (r, d) =Kalr!a) ve valra)=-ru(40)

b!ç!m!nded!r.

Teorem: (Cauchy-K!emann Teorem!)

ECK açık b!r küme ve PE -( , P(z) = U(E) +!k!z)

olsun. R'n!n E üzer!nde anal!t!k olması !ç!n gyk. 1 ve v'n!n

E üzer!nde sürekl!
, kısm# türevlere sah!p ve GR eş"tl"kler"n" sağla-

masıdır.

Böyle b#r Fonks!yonun türev! :

R'(z)= uy(z) + !ky(z) = ky(z) - !ny(z)

veya

R(z)= e@ (ur (ra) + !d(0) =- e-P(valr!a)- !nce)
!le bel!rlen!r.

NOT: C-R teorem!nden Kompleks türev!n olduğu zE noktasında

R'(z) = Py(z) =- !Py(z)'d!r. GR eş"tl"kler"nden

Rx(2) + !Py(z) =0

denklem!ne denkt!r.









Anal!t!k Fonks!yonların Temal Özell!kler!

Teorem : ECK b!r bolge ve 8 : E -( P(z) = M(z) +!vlz)

anal!t!k b!r Fonks!yon !se

!) & Panks!yonu E üzer!nde Sab!t b!r Fonks!yondur.

!!) ZEE !ç!n P(z) =0'd!r.

!n!) 1 veya ve Panks!yonu E üzer!nde sab!t b!r Panks!yondur.

!v) F : E ->K
,
F(z) =u(z) - !vz) Panks!yonu anal!t!kt!r.

1) m : E-K mIz)=RIz)) Panks!yonu E üzer!nde sab!t b!r

Fonks!yondur.

v!) argR(z) Fonks!yonu E üzer!nde sak!t b!r Fonks!yondur. İfadeler"

denk !fadelerd!r.

UYARI : Teoremde eğer E b!r bölge değ"l !se !fadeler doğru değ"ld"r.

ÖNEK: U
,
V baş kümeden Farklı ayrık açık kümeler ve E=UVV

olsun. P : E-4

1 ,
zevP() = Go

, zev

!le tanımlı Fonks!yonun E üzer!ndek! türev! O olmasına rağmen E

b!r bölge olmadığından dolayı ↑ Panks!yonu E üzer!nde Sab!t b!r fonks!yon
değ"ld"r















Harmon!k Eşlen"ğ"n Bulunuşu

ECK aak b!r küme ve U : E-> B herman!k b!r Pank,

olun . U Fonks!yonunun herman!k eşlen"ğ"n" bulmak !ç!n aşağıdak#

yol !zlen!r.

1) v: E-IR , U herman!k Panks!yonunun b!r hermon!k eşlen"ğ" olsun.

2) P : E -> ( P(z)=ulz)+!v(z) Fonks!yonu E üzer!nde anal!t!k

old, 'dan her z=X+!y- E !ç!n

Ux(z) = Vy(z) ve Mylz) = - ux(z)

CR koşullarını bağlar.

3) Ux(7) = Ky(z) eş!tl!ğ!nden !ntegral alınırsa y'den bağımsız

b!r 4 Fonks!yonu !ç!n

v(E) = v(x,y) = (Ux(zdy + 2(x)

Fonks!yonu elde ed!l!r.

4) Uy(z) =- Ux(z) eş"tl"ğ"nde 3)'te elde ed!len v(z) Rank.

yer!ne yazılarak Y Fonks!yonu bulunur.

ÖR : u(z) = u(xy) = X -3xyz - x+ 1

Ponks!yonunun K üzer!nde herman!k Pank . 'dur. Göster!n!z . Herman!k eşlen!k

bulunuz.





u(x !y) =t(n(x+yz)

Ponks!yon K1903 bölges! üzer!nde harmon!kt!r. Fakat bu bölgede harmon!k

eşlen"ğ" yoktur. (Neden?)

2) Her açık d!sk bas!t bağlantılı b!r bölged!r.

uç: El , EzCK bölgeler ,
4 : E

, Ez anal!t!k b!r Fonk . ve

U : Ez -IR harmon!k b!r Pank. !se Kof
, Panks!yonu El bölges! üzer!nde

harmon!k b!r fonkı'dur.

5. 6 .2 : D!sk Üzer!nde D!r!chlet Problem!

Tanım : ECK b!r bölge ve D : GE-IR sürekl! b!r Pank, olsun. Her

EEGE !ç!n l!m uz =(3) ve üzer!nde harman!k olan b!r

253
u Fonks!yonu bulma problem!ne , d!ğer b!r !fadeyle & Panks!yonunu

Dlar) üzer!ne harmon!k olarak gen!şletme problem!ne D!r!chlet problem!

den!r. Ve bu problem!n çözümü varsa u fonks!yonudur.

Teorem : D!r!chlet problem!n!n çözümü varsa
, Çözümü tekt!r.

Tam!m: P : DX &D->IR

P(z ,3) =Re()= 1
Panks!yonuna b!r!m d!sk !ç!n Po!sson çek!rdeğ! den!r









Teorem! U
, yukarıdak! sonucun koşullarına sah!p olmak üzere

R- r ula) -ula+ red) ula)

R+T
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6. ELEMENTER FONKSİYONLAR

6. 1 Kompleks Üstel Fonks"yon

Tan"m: R : ¢ +> & Plz)= explz) = e = eXt!y
= e*(cosy +!s!ny) Fonks"yonuna

Kompleks üstel Rank , den"r

önerme: 1) Zt¢ !ç!n lezlekel ve arglez) = y(modz!t] 'd!r. Özell"kle

her ze "ç"n e 0 d!r.

2) P : ¢ -> k1503 , P(z) =et örten b"r Fonk. 'dur

3) Plz)= et türev! kend!s!ne eş"t olan b"r Fonks"yondur

h) Plz)=e7
,
Z"t" per"yotlu b"r Fonk"dur.

5) Her z"n Ek!a!n eztw=eFeN ve ez-w=d!r.

6) =1 ES her mett "ç"n z=2m!t! olmasıdır.

7) et=-1) her mETL "ç"n z=(2m+D!t! olmasıdır.

İSPAT: Alıştırma















II Aralık Pazartes!

örnek: H=[ZEK : 11z1/23 halka bölges! üzer!nde logar!tme-

mn b!r dalı tanımlanamaz

Çözüm: Legar!tmanın herhang! b!r anal!t!k dalı logz=Inlzl + largz

Fonks!yonudur. argz , Ul bölges!nde sürekl! olmadığından lagz anal!t!k değ!ld!r.

Dolayısıyla 1 bölges!nde anal!t!k b!r dalı tanımlanamaz.

örnek : Logar!tmanın esas anal!t!k dalı !ç!n

g(z)= 10g)1- 2)

Panks!yonunun anal!t!k olduğu bölgey! ve kompleks türer Ronks!yonunu

bulunuz.

Çözüm: Logar!tmanın esas anal!t!k dalı !ç!n glz)=log(1-2) Panks!yonu

-
t = ¢({z= x+!ytK : Re(t-2) 10

, Im(1-2) =oY
= (14E= X+!y EK : Re(1-x-!g) 1 , Im(1-X- !y) =03
= ¢({z= x+!y 4 : 1X

, y=03
bölges! üzer!nde anal!t!k b!r Rank. 'dur ve türev!

g : 1
-4 g(z) = d!r

Tanım: CE¢ b!r sab!t ve zek150} !se =ellegz ve

↑ sıfır değer!n! almayan b!r Fonks!yon ve g herhang! b!r Rank. !se



















7. Kompleks !ntegraller

7. 1 Ters Türev veya Bel!rs!z !ntegraller

Tanım: P : EK sürekl! b!r fark olsun. F: Etk anal!t!k b!r Pank . ve

her ze E !ç!n F'(z) =P1z) !se Fonks!yonuna & Fonks!yonunun ters

türev! veya bel!rs!z !ntegralı den!r.

Önerme: F, G b!r E bölges! üzer!nde & Panks!yonunun ters türevler! !se

b!r CEK Sab!t! ve her EtE !ç!n F(z) = G(z) +C 'd!r.

İSPAT: F ve G Panks!yonları E bölges! üzer!nde anal!t!k Panks!yonlar old.'dan

h : E-kh(z) = F(z) - 6(z)

b!ç!m!nde tanımlı 4 Fonks!yonu da E bölges! üzer!nde anal!t!kt!r. Ters

türev!n tanımından her ZEE !ç!n

h(z) = F'(z) -6'(z) = P(z) - P(z) =0

d!r. B!r bölge üzer!nde türev sıfır olan anal!t!k Fonks!yon Sab!t Fonk,

old. 'dan G Fonks!yonu Sab!tt!r.

Dolayısıyla b!r Cep ve her zeE !ç!n

h(z)= F(z) -6(z) =c E) F(z) = 6(z) +C'd!r.















Tanım: ECK b!r bölge , 9 : Etk Sürekl! b!r Pank ve 0 : [ab] - E

U(t) = X(t) + !ylt) parametr!k denklem! !le ver!len türevleneb!l!r b!r eğr"

olsun !

S!zde = Suces) . U'cet

se a

!ntegral!ne & Panks!yonunun Y eğr"s" boyunca kompleks eğr"sel !ntegral!

Ve

!ntegral!ne de
Id

yay uzunluğu

ölçüsüne göre kompleks eğr!sel !ntegral! den!r.

örnek : V : [a
,
b] + E

,
Ult) = c !se Ult) = 0 old'dan

fr(zdz=0 d!r

y

örnek : V : [ab] -> E türevleneb!l!r b!r eğr" ve Hz)= 1 !se

SPzTdz = fldz) = /V!cd = L(V)

y

önerme: Kompleks eğr!sel !ntegral!n tanımı eğr!n!n parametr!k denklem!nden

bağımsızdır.

!spat : [ : [cd] -> E
, U : [ab] - E eğr"s"n"n yen!den parametrelen-

mes! olsun. Bu durumda U(t) = (x(t)) olacak b!ç!mde kes!n poz!t!f,
1) ve örten b!r 2 : [ab] -> [c,

d] Ranks!yon vardır
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Lemma (Lokal 1-1'l!k)

P : E-> & anal!t!k b!r Pank at E ve P(a) + 0 !sh

a noktasının b!r D(a , f) komşuluğu üzer!nde R
, 1-1'd!r.

8. CAUCHY INTEGRAL TEOREM!

Teorem (Cauchy !ntegral Teorem!) : E C ( b!r bolge P(z) = uz) + ! v(z)

anal!t!k b!r Pank . ve ,
E tarafından kapsanan maz!t!f yönlend!r!lm!ş

b!r Jordan eğr"s" !se

SRIz!dz =0 'd!r .

y

D!ğer b!r !fade !le P poz!t!f yönlend!r!lm!ş b!r W Jordan eğr"s"n" ve

!ç!n! kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k !se

bPlzdz =0 'd!r

ISPAT: G = 8 olsun . GCE ve P
,
E üzer!nde anal!t!k b!r Panks!yon

olduğundan Cauchy-R!emann eş!tl!kler! sağlanır. Yan!,

UX = Ry ve Uy = -Uy 'd!r.

Eğr"sel !ntegral!n tanımı ve Green Teorem!nden

(Rzdz = (Uz) + !rz)(lext!dy) = udx-r!dy + ! Udxtullyob













Lemma : V1 ,Uz Jordan Eğr!ler! ,
V

,
U

,
CU

, ver =UlUVE

olsun
. P ,

E kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k ve ze !se

b P(W) dw =-Swda b!l!m!nded!r en

Plz)= 2 w - z

Örnek : U : [2] -> P ,
Ult) = e!t !se z=

P(z) = e
*
b!r tom Fonk. ve O &U olduğundan Cauchy !ntegral

Pormülünden P(0)=
2!t!= de d!r
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Örnek: U köşeler" -! , -!t3
,
st! ve! noktalarında olan poz!t!f

yönlend!r!lm!ş d!kdörtgen olsun.

SEt d!z

Gözüm!dz = T!l

I

17-1) (7-2)

= - d!r Dolay!s!yle

P(z)
-

S-f!r
olduğundan ↓

1 & = 2!t!P(2) - 2nt!P(1)

M
= lott!-h!t!

V 3

= b!t!

-1 Y ↑ Il



!tÖrnek:

S ,U , t

al
Çözüm : P(z)= secz =- Panks!yone

·
3/2

7X
- = k(91k+) ,KE] bölges!

üzer!nde anal!t!kt!r.

1 (2kte)E -01 7 olduğundan

(2k+ 1)#Y'd!r

Dolayısıyla UVEC1'd!r.

1

z(z-1)
= Et E olduğundan CIF'e göre

(10 (5)

8=-
= Int!P(1) + 2 t! P(o)

= z!t! (sell secol
1

NOT: Anal!t!k Ponks!yonların ortalama değer özell!ğ! P
, (a,r) kapalı d!sk!

kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k b!r Pank. !se

Pa)=latre!t)dt 'd!r









İspat :

Ir (a)) = MS dz +
12

-> SMe

=MIl

=MM . 2 =
M

rn

Teorem)L!ouv!lle) : ↑ tam ve sınırlı b!r Rank. !se sab!t b!r Pank'dur.

Örnek :# tam Pank . ve her zEk !ç!n (P(7))le7) !se b!r

C Sab!t! ve her Zek !ç!n FLE) = C . e7'd!r. Göster!n!z .

Gözüm: g(z) =

P(z)
Fonks!yonu b!r tam Fonk, 'dur. Her ZeD!a!n

ez

1g(z)) =/= = 1

olduğundan 9 , k üzer!nde sınırlıdır. L!ouv!lle teorem!ne göre üzer!nde

b!r Sab!t Fonks!yondur. Yan! b!r Ct¢ !ç!n ve & !ç!n

g(z) = 24 =C'd!r.
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Teorem (Maks!mum (M!n!mum) Modülüs Prens!b!)

-
> CK b!r bölge ve F: 1 - Kanal!t!k b!r Pank , olsun . Her zer

!ç!n (P(z)/[(P(a)1 (1P(z)/IP(a))) olacak b!s!mde b!r at 1 varsa

&, 2 üzer!nde Sab!t b!r Panks!yondur.

NOT: Klas!k ekstremum değer teorem!nde kompakt b!r küme üzer!nde sürekl!

reel değerl" b!r Renk. maks!mum ve m!n!mum değerler!n! alır. Dolayısıyla,

↑ sınırlı b!r - bölges!n! kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k b!r Pank.

!se maks . Modülüs prens!b!nden,

max = (1P(z)) : 2 E =Y = max(1P(z) : ZE Gr]
↑ o !se m!n!mum modülüs prens!b!nden ,

m!n = [1F(z)) : ze
-=3 = m!n{1P1z)) : zear]

Dolayısıyla & Sab!t olmayan anal!t!k b!r Pank . ve 191 b!r af

noktasında m!n . değer"n" alıyorsa Fla) = O'dır.

NOT: Z = X t!y E 2 ve P(z) = u(z) + !k(z) !ç!n

IR(E)1 = (u(z) + (uz)) = u(xy1 + (U(xy))2

!k! reel değ"şkenl" reel değerl" b!r Fonks!yon (tek ve çok değ"şkenl"

olduğundan anal!z!n maks . ve m!n . değer bulma yöntemler! anal!t!k Panks!-

yonların mutlak değerler!n!n maks . ve m!n , değerler!n! bulmak veya hesaplamak
uygulanab!l!r!ç!n 99 -



Örnek : F
, J kapalı b!r d!sk!n! kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k

b!r Fonk: olsun . Her zEGD !ç!n IP(z)145 ve P(0) = 5e!/ !se

R'(z) =?

Çözüm: D açık d!sk! b!r bölged!r ve (P(a) = 1 Ge!) = 5 'd!r.

Her ZEGD!a!n (P(z)115 =Pol (0)

olduğundan maks . modülüs prens!b!ne göre F
.
D üzer!nde Sab!t b!r

Pank : 'dur. Her ZED !s!m Plz) = ce'd!r.

↳ ED olduğundan R'() = 0'd!r

örnek : Plz)= e olsun . IP1 Fonks!yonunun 5 kapalı b!r!m d!sk üzer!nde

max ve m!n değer!n! hesaplayınız.

Çözüm : (1) = leF) = le* ) = eX'd!r. ze5 olduğundan her

XEl-1 , 1] !ç!n
e-11 et Le 'd!r.

Yan! her zet !ç!n

(R(-1)) =E 1 (Pz)/e = 1U)

- 1
,
1 ED olduğundan

max = [ 1e71 : ze5] =e ve m!nGlett : ZE] = E 'd!r.
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Teorem)Argument Prens!b!n!n Özel Formu)

- CK b!r bolge ,
P : -1 & anal!t!k b!r Pank. ve U

UVÜC1 özell!ğ!ne sah!p poz!t!f yönlend!r!lm!ş b!r Jordan Eğr!s! olsun.

# zeU !ç!n R(z) + 0 ve n ,
R Fonks!yonunun U eğr"s" !ç!nde katlılıklarıyla

b!rl!kte sıfırlarının sayısı !se

1 S ↑'(z)
dz = n'd!r.

2!t! P(z)

y

NOT: g : 1 -> & anal!t!k b!r Pank . !se argument prens!b!n!n h!potezler!
koşulu altında Cauchy İntegral Formülü uygulanırsa

1 S g(z) . P'(z)
dz= g(z!)'d!r

2T! yP(z)
k= 1

3z2

Örnek: U: [0, 2] < 4, Ult) = Ze!t olsun . 22-1
dz =

Gözüm: R(z) = 23-1 ve Plz)= 32 o b!rer tam Rank. 'dur.

E(p) = (zep : z -1 =0)
-

= (z4 : z= 1 =
e!(a +2mm)

,
k= 0

,
1 ,23M

= zek : zo =e
, z =
e

, ze]
= &201 ,

ze -E + ! , zz= -E-!

olduğundan bu sıfır naktaları P'n!n bas!t sıfırlarıdır. U= D(0, 2)



ELR)RD(0) = [1 , t F d!r. Yan! Re!n U !ç!nde üç adetS
sıfırı vardır. Ve ze5 !ç!n P(z) O old!dan

2!t! b S dz = 3

AP(Argüment Prens!b!)'den
1 dz=

Örnek : 1) V: [0,2] < K, Ult) = he!t olsun . (Alıştırma) Cerop = b!t!

↓ coth(zdz = 2

2) U: [0 , 2 (4 , Ul = Se!t olur
dz (Alıştırma)S

Sonuç : (Rouche Teorem!)

↓ b!r bölge ,
JC1 b!r Jordan eğr"s" ve R

,
1 üzer!nde anal!t!k

ve FzEW !ç!n P(z) 0 olsun , h
,

1 üzer!nde anal!t!k ve herzet

!ç!n (h(z)/ < /R(z)) !se P(z) ve Y(z) = P(z) + h(z) Fonks!yonlarının

Ü'dek! sıfırlarının sayısı aynıdır.

Örnek : Y(z) = z +
3

+ 1 Fonks!yonunun bütün sıfırları D(0,) d!sk!nded!r.

Göster!n!z .

Çözüm: Yz= 2)p(0 , z)) = [z4 : /z1 = zy'd!r. GD üzer!nde

N ↓
R(z) h(E) (P(z)) = 1z4) =/z = ve

(h(z)) = (z3+1) < (z + 1 = z +1=

= 12
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10 . 4 Rez!düler

Tanım : af D
,
P Ranks!yonunun ayrık s!ngüler noktası ,

8 poz!t!f yönlen-

d!r!lm!ş b!r Jordan eğr"s" ve aEJ olsun . ↑ Panks!yonu VUYKa}

kümes!n! kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k !se

Res!ray =

1
Rzdz

2T! S
sayısına ,

P'n!n a naktasındak! rez!düsü (kalıntısı
,tortusu) den!r

Eğer a noktası kaldırılab!l!r b!r s!ngüler nakta !se ResPay = 0'dır.

Örnek: Plz) =

z
, a0

, l!m !nt , co kaldv!lab!l!rse

s!ngüler nokta.

Res! , o = 0=
Önerme: (Kutup Noktalarında Rez!dü Hesaplama)

a EK ,
& anal!t!k Fonks!yonunun n . mertebeden kutup noktası !se

Restral=l!mdz4d









11 . REZIDÜ TEOREM! VE UYGULAMALARI

11. 1 REZIDÜTEOREMI

Teorem)Rez!dü Teorem) : R , b!r 1 bölges! üzer!nde z
1 122, - -.. En f -2

ayrık s!ngüler noktaları har!ş anal!t!k b!r Pank , ve U
.

1 !ç!nde

poz!t!f yönlend!r!lm!ş bas!t kapalı parçalı düzgün b!r eğr! ve Gz 1, ...,znyC

!se

SRdz =
2

ReshP , za]'dır
k= 1

Örnek : V : [0 , 21] +> & ,
V!t= -e!t !se

ecosz
S E(z+h)

dz = ?

y

Gözüm : Plz)=St Pank!nn = KK-2!oz!y bölges! üzer!nde en

Manal!t!k ve z = Fl! bas!t , z = 0 2 . mertebeden kutupaktalardır.

Ü =D(9) o
. OY'dır. Bu durumda,

-> Bölgen!n !ç!nde Sadece O vor d!ye onu aldık.

R!zdz = 2!t! Restro

=
2!t! l!m [2]

= z!t!l!m[]
-
s!nzel7(z+h) -2zecost

= Z! l!o (z2+4)2 =









1) 1 . 2 Reel !ntegraller!n Kompleks Yöntemle Hesaplanması

Lemma (B!r!nc! !nt. Hesap Formülü) : P , açık üst yarı düzlemde E
.. 22, ..., En sonlu

tane kutup naktaları dışında z= Xt!y : y20Y kapalı üst yarı düzlem!n!

kapsayan b!r bölge üzer!nde anal!t!k b!r Fonks!yon olsun . Kapalı üst

yarı düzlemde düzgün olarak ;

l!m z . P(z) = 0
2- *

!st *

S P(Xdx = 2!Rese , zj] d!
- -

düzgün olarak

l!m z P(z) =

!se *

S &(dX = 2!Res!, z!y d!r

- *

Not : Bu lemma geneldeÖrnek

:
d=

r(x)= (YXER , )s!nq(x)+0

I ve derp +21dergr(x) =
x4+ 1

Panks!yonu Ç!ft Fonk.

Formundak! Fonk . !ç!n

aldı'dan
kullanılır

*

=x d

P(z)= olsun . Bu Renk . =kz :El
= ¢14z-K ,

z= 1 .e!
+Int!y

u= 0, 1, 2 ,3



-= 4){e! ,
e
!BTYs !y! 175y}

5

bölges!nde anal!t!k b!r Fonk . Ve e
!t/y !st

! IT/y
, 2
!zt/y

naktaları

g!thP n!n bas!t kutuplarıdır. Bu noktalardan sadece !t/ nakteler!
üst yarı düzlemded!r. (0-1T) arasında

dx=e ,e + ReyS

Res[r, e
* Y = L!m (z-e). l!m!n

27 e/4

=! = = [cs) - !s!n()]

=t [ -E -1] = =-

Res[r, * ] = l!m(ze
=

2 .

E =t. = G [cos() - !s!n))
= [ E - !] = Y -1

N

S #dx = !) - - - !z +E-]=
O











2)
*

( .P() = Rest - sec Rz ,z
M= -0

örnek: a
la20

n= 1, 2, --- !ç!n P=22 uld!dane

p test!ne göre ser!s! yakınsaktır. Karşılaştırma

test!ne göre ser!s! yak .

Z taldanmetor)
P1z) = n Panks!yonu 2 = 4) 2-!t!al bölges!nde

anal!t!k ve t!a noktalarında bas!t kutku worder. Bu durumda

2onal = Res& !t cotl!z) azl
- !s)

+ Res & !t cot l!tz Etaz T!el
Res[!tcot!zanl -!n] = l!m(Eta cot!

Res[ !t.cettuta =l!n!z! cof!tsal




